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Analysis fiir Informatiker

2. Hausaufgabenblatt - Losungen

Hausaufgabe 2.1 Zeigen Sie den binomischen Lehrsatz:

@+9)" = g (7)ot

fiir alle z,y € Q und alle n € N (Hinweis: Verwenden Sie Induktion iiber n ).
Beweis:

Beweis per Induktion iiber n € N.

LA. (n =1): Seien z,y € Q. Dann gilt
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1.V.: Der binomische Lehrsatz gilt fiir alle z,y € Q fiir ein n € N.

LS. (n—n+1): Fir z,y € Q gilt
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Hausaufgabe 2.2 Zeigen Sie
L. fiir jedes n € Ny gilt 37 (’;) =2,
2. fiir jedes n € N gilt 77 (1) (?) =0.
3. fiir jedes n € N gilt

1+ oy =14+ i ! ﬁ 1 :
n) ; gl - n ’
j=1 =0
Berechnen Sie diesen Ausdruck fiir n = 3 zweimal: einmal mit Hilfe der For-
mel auf der linken Seite und einmal mit Hilfe der Formel auf der rechten Seite.

(Hinweis: in ein paar Wochen wird in der Vorlesung gezeigt, dass sich die Zahl
(141/n)" fir grofie n € N der eulerschen Konstante e beliebig nah annéhert.)

Beweis: 1. folgt aus dem binomischen Lehrsatz mit x = y = 1 und 2. folgt ebenfalls

aus dem binomischen Lehrsatz mit x = —1,y = 1. Fiir 3. sei n € N. Dann gilt
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Fiir n = 3 ergibt sich auf der linken Seite (1 + 1/3)3 = (%)3 = 8. Die rechte Seite
ergibt sich als

L4+ 2(1—0/3)+ %(1 —0/2)(1—1/3) + %(1 —0/3)(1—1/3)(1—2/3)
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Hausaufgabe 2.3 Sei K ein angeordneter Kérper und z,y,v,w € K. Zeigen Sie
folgende Aussagen

l.z<y < —ax>—y

2.z <ynNz>0=z2<yz

.z <yNz<0=2xz>yz
4oz>1 = 0<al<1
d.r<vy<w=x+y<v+w.

Beweis:
Sei P C K\ {0} die Menge der positiven Elemente des angeordneten Korpers K.
1. Es gilt
r<y < y—zeP
— —ax—(—y) epP (Prisenzaufgabe 1.3 1.)
= —y< -z
= —z>—y.
2. Es gilt
r<yNz>0 <= y—zxz € PANz>0
= (y—xz)z€P (da P- P C P in einem angeordneten Koérper gilt)
— yz—xz€P
—= 2z <yz.

3. Es gilt

r<yNz<0 <<= z<yA—-z>0 (nach 1. und — 0 =0)
= z(—2) < y(—=2) (nach 2.)
= —rz < —yz ( Prisenzaufgabe 1.3.4.)
= 22> yz ( nach 1.).

4. Sei © > 0. Angenommen es gilt 1/z < 0. Da P(—P) C —P (siehe VL) folgt
l=x=x % < 0, aber 1 > 0 (sieche VL). Demnach ist =% > 0 und wir haben gezeigt
x>0 = 1/x>0. Wegen (z7 1)~ =z gilt

x>0 < 27 >0.

Ist nun x > 1sofolgt z > 0,daausx—1 € P die Aussagex =x—14+1€ P+PCP
folgt (Definition angeordneter Korper). Also gilt fiir > 1 immer auch « > 0 und
0 < 1/z. Damit ergibt sich

r>1 << z-—-1>0
1
(z);(x—l)>0 (x>0,1/x>0,P-PCP)
1
<~ 1——>0
X
= 1>1/x

und insgesamt

x>l <= r>1Nzx>0 << 1>1/zA1l/z>0 < 0<1/z <1



4. Bs gilt

r<v,y<w <= v—zrE€PAw—-yeP
= (v—z)+(w—y)€P (da P+ P C P in einem angeordneten Korper gilt)
= v+w—(r+y) P
— rty<v+tw.

Hausaufgabe 2.4 Zeigen Sie, dass fiir alle x € Q mit x > 0 und alle n € N mit
n > 2 die Ungleichung

2
n n

1 n 2> 2

(1+=x) >(2)x 2 %

gilt. (Hinweis: Benutzen Sie den binomischen Lehrsatz und die Annahmem z > 0
fiir die erste Ungleichung und die Annahme n > 2 fiir die zweite Ungleichung.)

Beweis:

Sei x € Q mit > 0 und n € N mit n > 2. Dann folgt mit dem binomischen
Lehrsatz

1+2)"=(@+1)" = Jznjo (;‘) ol = <Z) 22 +j_§;2 (?) ol > (g‘) 22

da wegen x > 0 fiir die Summe Z;'L:O,jﬁ (?)xﬂ > 1 > 0 gilt. Fiir die zweite
Ungleichung reicht es (g) > "72 zu zeigen. Es gilt
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was unserer Annahme an n entspricht.

Abgabe der Hausaufgaben bis zum Sonntag den 05.11.2023, 23.59 Uhr in Panda.



