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2. Prasenziibungsblatt

Priasenzaufgabe 2.1
1. Finden Sie Zahlen N € Ny, ¢g,...,cy € {0,...,b— 1}, sodass
1000 = co + c1b + - -+ + enbY
fiir (i) b =2 (ii) b = 3 (iii) b = 10.
Loésung:
b=10: N =3,¢c3 =1,¢; =0 fiir i # 3.
b=2:N =9 und
1000=0-14+0-240-2241-2%4+0-2*+1-2° +1-20 4127 +1.2% +1.2°
b=3:N =6 und
1000=1-14+0-3+0-3*+1-3°+0-3*+1-3°+1-3°

2. Sei b € Nmit b > 1 und {¢; : © € Ny} natiirliche Zahlen mit 0 < ¢; < b — 1.
Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N

n
Zcibi <prtl -1
=0
gilt.

Beweis: Es gilt

=0

n n n n n+1 n
i=0 i=0 i—0 o =

3. Sei b € N mit b > 1. Zeigen Sie, dass jede Zahl z € Ny eine eindeutige
Darstellung der Form

N
:U:Zcibi :co+clb—|—~~+chN
i=0

mit einem N € Ny und ¢; € {0,...,b— 1} fiir alle ¢ € {0,..., N} besitzt.
Beweis: Eristenz: Sei n = max{i € Ny : b* < x} und sei ¢,, = max{c € N :
cb™ < zx}. Es gilt z, i =z — ¢, b" < b", da z,, < (¢, + 1)b™ per Definition von
¢pn. Fiir ¢ € Ng mit ¢ < n — 1 definiere rekursiv ¢; := max{c € Ny : cbt < Tiy1}
und x; = i1 — c;b’. Bemerke, dass 0 < ¢; <b—1 und x¢ = 0. Es gilt

n n
T=cpb" + Ty =Cpb" F 1BV F iy == Z cib' + xo = Zcibi.
i=0 i=0



FEindeutigkeit: Sei n € N. Nehme an, dass z Darstellungen der Form =z =
Sor et und x =301 d;b' mit ¢;,d; € {0,...,b— 1} besitzt. Es gilt

n

Z(Ci - dl)bz =0.

=0

Nehme an, dass es ein ¢ € Ny gibt mit ¢; # d;. Ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass ¢, — d,, # 0. Es gilt

n—1 n—1
b < Jen — dnlb" = |(cn — dn)b"| = | = > (e — di)b'| <> [e; — difb" < b™.
=0 =0

(Fiir die letzte Ungleichung haben wir die Tatsache, dass 0 < |¢; —d;| <b—1
und die Ungleichung in (a) verwendet.)

Widerspruch! Demnach gibt es ein derartiges i € Ny nicht und die Darstellung
ist eindeutig.

Priasenzaufgabe 2.2 Sei K ein angeordneter Kérper und z,y € Kmit 2 +1 > 0
und y + 1 > 0. Zeigen Sie die Aquivalenz

pey e 128170
4 1tz 14y
Beweis:
Es gilt
oo 1oy ity >0—y)i42) (+2>014y>0HA 2.3)
T2 15y z)(1+y y)(1+z x>0,1+y>0HA?2

= l+y—z—a2y>1l—-—y+ax—2zy

S y—zrz>r—y

— yty>zcr+x

= y >z (%)
Zu (x): 7 <7 folgt aus HA 2.3.5. Fiir den Beweis von” = 7 sei y % x was dquivalent
zuy—x € —PU{0}. Nun gilt aber y—z+y—=x € (—PU{0})+(—PU{0}) C —PU{0},
alsoy+y # x+ .

Priasenzaufgabe 2.3

1. Sei x € R und
T x>0
|z =
—r <0
der Betrag von x. Zeigen Sie, dass |z| = vVa? gilt.

Beweis:

Sei x € R. Dann gilt 22 > 0. Per Definition der Wurzel ist /22 die eindeutige
nicht negative reelle Zahl y € R>g mit y? = 2%, Nun gilt

x? fallsz >0 2?2 fallsxz >0
|lz)? = = =z
(—x)? fallsz <0 2? fallsz <0



2. Zeigen Sie, dass

gilt. Rechnung:

Prasenzaufgabe 2.4 Bestimmen Sie falls existent Supremum, Infimum, Maxi-
mum und Minimum (in R) folgender Teilmengen von R:

L My ={(-1)"L:neN}
2. My={zeR:2*<2}
3. Mz3={reQ:22<2}
4. M4:{2%:n€N}

n

5ty = {2 cmn e )

(Hinweis: Es darf benutzt werden, dass zwischen zwei unterschiedlichen reellen Zah-
len immer eine rationale Zahl liegt.)

Losung: 1. max My = sup My = % und min M7 = inf M; = —1.

2. My = {z € R: V2 <z< \/5} Damit gilt max My = sup My = V2 und
min My = inf My = —/2.

3. My = {z € Q : =2 < 2 < +/2}. In jedem Intervall der Form (y,/2] mit
y € R,y < v/2 liegt eine rationale Zahl und somit gilt sup M3 = /2 (hier verwen-
den wir den Hinweis). Da v/2 nicht rational ist kann M3 kein Maximum besitzen,
da ein existierendes Maximum immer mit dem Supremum iibereinstimmt. Analog
sieht man, dass M3 kein Minimum besitzt und das Infimum durch inf My = —/2
gegeben ist.

4. Bs gilt My ={3,2,7} U{3 :n e N,n >5}. Nun gilt
2" > n? (%)

fir alle n € N mit n > 5. Fiir n = 5 ergibt sich 2° = 32 > 25 = 52. Angenommen
(%) gilt fiir n € N mit n > 5. Dann folgt

ontl —9n .9 > 9. p2



aber

2-n2>(n+1)7? < 2-n2>n+2n+1
= n?-2n—-1>0
= (n—-1)2>2
— (n—-1)>V2
<< n—12>2
<— n>3.

Da per Annahme n > 5 gilt, folgt (%) auch fiir n + 1 und (%) ist bewiesen. Somit
folgt fiir alle n € N mit n > 5:

n n 1

—< ===

2 " n2 on
Damit ergibt sich max My = sup My = % Da 0 ¢ M, und da My C Ryq gilt, folgt
aus (x) auch, dass My kein Minimum besitzt aber das Infimum durch inf My = 0
gegeben ist.

5. M5 ist nicht beschrinkt, denn ist n € N so gilt n = %2 € Ms, also N C Ms5.
Damit besitzt M5 weder Maximum noch Supremum. Wegen % € M; fir alle n € N
gilt [0,y) N M5 # 0 fiir alle y > 0. Da zusitzlich M5 C R gilt, ist das Infimum
gegeben durch inf My = 0. Da 0 € Mj besitzt My kein Minimum.




