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Analysis fiir Informatiker

3. Hausaufgabenblatt - Losungen

Hausaufgabe 3.1 Sei b € N mit b > 1 Nach Présenzaufgabe 2.1.3, besitzt jede
Zahl x € Ny eine eindeutige Darstellung der Form

N
szcibi :co—|—clb—|—~--+chN
i=0
mit einem N € Ny und ¢; € {0,...,b— 1} fiir alle ¢ € {0,..., N}. Finden Sie diese
Darstellungen fiir die (Dezimal-) Zahlen z = 7 und = = 579 fiir

1. b=2

2.6=3

3. b=05.
Loésung:
b=2:

7=1-2041-2141.22,
507=1-2941-264+1-21 41.20.

b=3:

7=1-3°42.3!
579=1-3'+1-324+1-3*42-3°
b=5:

7=2-541.5!

579 =459+ 352 +4-53.

Hausaufgabe 3.2 Bestimmen Sie falls existent Supremum, Infimum, Maximum
und Minimum (in R) der folgenden Teilmengen von R.

L My={Z:meNnecZn<0,m< —n}
2. Mg:{n—%:neN}

3. Ms={zeR:2>>2z >0}

4. My={z€Q:22>2,2>0}

(Hinweis: Es darf benutzt werden, dass zwischen zwei unterschiedlichen reellen Zah-
len immer eine rationale Zahl liegt.)



Beweis:

1. Es gilt M7 C Rog. Nun gilt —% =L cM firalleneN dal<—(-n)=n

—n

fiir alle n € N gilt. Wegen sup{—1/n:n € N} = 0 folgt

0=sup{—1/n:n e N} <supM; <0,
also sup M7 = 0. Da 0 € M besitzt M; kein Maximum. Ist m € Nyn € Z mit n <0
und m < —n so folgt 2 < 1 was dquivalent zu —1 < 2 ist. Wegen —1 = 4 € M

existiert das Minimum von Ms und ist gleich —1. Damit ist das Infimum ebenfalls
gegeben durch —1.

2. Es gilt max My = sup My =1 = 1%, da # < 1 fiir alle n € N mit n > 1. Es
gilt 1/n? > 0 fiir alle n € N und ist y > 0 so gilt fiir m € N mit m? > 1/y auch
1/m? < y. Dementsprechend ist inf My = 0 und da 0 ¢ M, existiert kein Minimum
in Mg.

3. M3 = {x € R: 0 < x < +/2}. Damit folgt inf M3 = 0. Da 0 ¢ Mj besitzt M
kein Minimum. Zudem ergibt sich max M3 = \/5, da v2 € M; und somit auch
sup M3 = V2.

4. M3 = {x € Q: 0 < z < /2}. Damit folgt mit 1/n € M, fiir alle n € N und
inf{1/n:neN} =0, dass 0 = inf {1/n:n € N} < inf M3 < 0, also inf M3 = 0.
Zwischen zwei unterschiedlichen reellen Zahlen liegt immer eine rationale Zahl, also
folgt sup(My) = v/2. Da /2 nicht rational ist, besitzt M, kein Maximum.

Hausaufgabe 3.3 (Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen
Mittel)

Zeigen Sie: Fiir alle n € N und alle z1,...,z, € Ry gilt

1 n n n
i=1 i=1
Hinweis: Benutzen Sie vollstédndige Induktion. Fiir den Induktionsschritt kann man

ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass x,11 > x; firi = 1,...n
und dass alle z; ungleich Null sind. Zeige mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung

n n+l1 n
Ziill Ty _ 1+ Tn4+1 — La + > Tn+1
(n+ 1)z, (n+ 1)z, I

wobei x, das aritmetische Mittel % >oi, x; ist. Zeige anschlieend, dass

1 n+1 n+l n+1
(ixa) =T
i=1 i=1

Beweis:
Fiir n = 1 ist die Aussage trivial. Nehme an, dass n € N und dass die Ungleichung
gilt fiir alle z1,...,2z, € R>¢. Seien jetzt z1,...,2,41 € R>o. Ohne Beschrankung

der Allgemeinheit kénnen wir nach umordnen der z;’s annehmen, dass z,11 > z;
fir ¢ = 1,...n. Da die Behauptung trivial ist, falls auch nur eines der z; = 0 ist,
da dann die rechte Seite Null ergibt, kénnen wir z; > 0 fiir alle i annehmen. Sei
Ty = %Z?:l x;. Bemerke, dass x,4+1 > x, > 0. Es gilt

Zijll x; _ (7ot Tnga i (14 Tpntl — Tq i
(n+ 1), (n+1)zq (n+ 1)z, '



Nach der Bernoullische Ungleichung gilt

1
<1 n LTn+1 — La mr > (n+ 1) Tn+1 _ Tn+1
(n+ 1z, - (n+ 1z, Zq

Jetzt gilt

En+1 . ntl _—

i=1 2 > n+
((n + l)xa> T,

und damit

n+1 n+l n+1 n+1
1 ‘ ot [ 2im nt1Tntl _ n
i) T\ G, | 2R T, T Faten
a a

i=1
Nach der Voraussetzung gilt 7 > [];_, ;. Darum folgt

n+1

1 n+1 n+1
<n+1;$i) le[lfm

Hausaufgabe 3.4 Zeigen Sie die folgenden Identitdten in R.

48
1.( m> =8
2. ,9/2;8:0 (1;3)23':9
3 -1\ 2
o (e () ) -

N\ 2 1\ 1 1\n+1
4, (z@ (1)]> _ () ) fiir alle n € No.

j=0

Lésung

Y 2;8:0 (1],8) 2i = /(1 +2)18 = V318 =3% =32 =9. (binomischer Lehrsatz)

-1\ 2 2
3. §/<\3/;16+(3;2/22i56) ) = (31;)6) =V =1

4. Zuerst stellen wir fest, dass fiir z € R mit  # 0 und n € Ny

1— xn+1

D=



gilt. Das folgt aus folgender Aquivalenzumformung

n ) 1_xn+1 n )
ijzil = (1—1:)230]:1—30”“
—z
=0

=0
n n
j:O j:()

n+1

n
— E :vj—g ) =1— gL,
=0 =

Damit ergibt sich fiir z =

S

Abgabe der Hausaufgaben bis zum Sonntag den 12.11.2023, 23.59 Uhr in Panda.



