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4. Hausaufgabenblatt - Losungen

Hausaufgabe 4.1 Berechnen Sie die Normalform a + bi mit a,b € R der fol-
genden komplexen Zahlen:

1 (2—4)(2+1)
2. ((5—20) + (1 - 1) - (V3 - V3i)
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Lésung:
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Hausaufgabe 4.2 Skizzieren Sie die folgen Teilmengen der komplexen Zahlen:

1. {z€C:z=a(l —4) fir ein @ € R mit « > 1}
2. Z+iZ={n+mi:n,meZ}

3. {z € C: —Im(2)? — 4Im(z) — 5 = Re(2)}

4. {ze€C:|2)> <4}

5. Unez {z eC:lz—2n| < \n|1+1}

Loésung:

1.




(Hinweis: schreibt man z = Re(z) und y = Im(z) so ergibt sich die Gleichung
—(y?) — 4y — 5 = x, welche dquivalent zu —(y + 2)? — 1 = x ist.)

4.




Hausaufgabe 4.3 Seien a,b,c,d € R mit ad — be # 0. Zeigen Sie:
1. cz +d # 0 fir alle z € C mit Im(z) > 0.

2. Ist z € C mit Im(2) > 0 so gilt

m(az+b> >0 <= ad—be> 0.
cz+d

Beweis:

1. Angenommen es gilt cz +d = 0 fiir ein z € C mit Im(z) > 0. Ist ¢ # 0, so
folgt z = —g. Da ¢,d € R, folgt —g = z € R was dquivalent zu Im(z) = 0 ist -
Widerspruch! Ist ¢ = 0 so folgt d # 0, denn aufgrund von ad — be £ 0 muss ¢ # 0
oder d # 0 gelten.

2. Fir z € C mit cz + d # 0 gilt:

Im(az+b :Im< (az + b)( cz+d)>

cz+d cz+d)(cz + d)
— Im (az 4+ b)( cz+d)
N ez +d?

m((az +b)(cz +d))  (I(cz+d)|* € R)

|cz + d|2
_ mlm((az L)z +d) (e deR)
= mhﬂ(ac,ﬁ + adz + bcz + bd) (¢,d € R)
= mhn(adz + bcz) (a,b,c,d, 2z = |z|* € R)
- m(adlm(z) + bclm(z)) (a,b,c,d € R)

= m(aaﬂm(z) — belm(z))

ad — be

= ot dP m(z).



Sei nun z € C mit Im(z) > 0. Dann gilt nach 1. ¢z +d # 0 und damit |cz + d|? > 0
und demnach

az+b ad — be
I — ] >0 —1 >0
m (cz—l—d) A lez + dJ? m(2)

Im(z)
=ad—bc>0 ———=>0]).
a c > <|cz+d|2 > >

Hausaufgabe 4.4 Sei X,Y nicht leere endliche Mengen mit |X| = |Y| und
f:X =Y eine Abbildung. Zeigen Sie die Aquivalenzen
f bijektiv <= f injektiv <= f surjektiv.
Beweis: Per Definition gilt
f bijektiv <= f injektiv A f surjektiv.

Es geniigt also die Aquivalenz

f injektiv <= f surjektiv
Zu zeigen.

Sei
f(X)={yeY:xe X :y=f(x)}

das Bild von f. Per Definition von Abbildungen und unserer Bedingung |X| = n
gilt |f(X)| < n. Andererseits if f genau dann injektiv, wenn |f(X)| > n, da | X| =
n. Damit ergibt sich also, dass f injektiv ist genau dann wenn |f(X)| = n. Die
Abbildung f ist surjektiv genau dann wenn Y = f(X), was genau dann der Fall ist,
wenn |Y| = |f(X)| (da Y endlich ist). Aber |Y| = n womit sich insgesamt ergibt

f injektiv <= |f(X)|=n=1Y| < f(X)=Y < [ surjektiv.

Warnung: Die Aussage ist falsch fiir unendliche Mengen: Sei X = Y = N und
f N = Nn+— n+1 Dann ist f injektiv aber nicht surjektiv (1 ¢ f(N)) und
demnach auch nicht bijektiv.

Abgabe der Hausaufgaben bis zum Sonntag den 19.11.2023, 23.59 Uhr in Panda.



