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5. Hausaufgabenblatt - Losungen

Hausaufgabe 5.1 Seien X,Y,Z Mengen und f: X - Y, g:Y — Z Abbildun-
gen. Beweisen oder widerlegen Sie:

1. go f injektiv und f surjektiv = g injektiv
2. g, f surjektiv = g o f surjektiv

3. Sei f surjektiv und @ # A C X eine Teilmenge, sodass die Einschrinkung
fla : A = Y,a — f(a) injektiv ist und sodass fiir alle x € X \ A bereits
f(z) € f(A) gilt. Dann ist f|4 bijektiv.

4. Seien A, B C X. Dann gilt f(AN B) = f(A)N f(B)
Beweis: 1. Wahr: Seien y1,y2 € Y und g(y1) = ¢g(y2). Da f surjektiv ist existieren
x1,xe € X mit f(z;) = y; fiir i € {1,2}. Damit folgt go f(z1) = g(y1) = g(y2) =

go f(z2). Da go f injektiv ist, folgt 1 = x2 und somit y; = f(z1) = f(z2) = yo,
also ist g injektiv.

2. Wahr: Sei z € Z. Da g surjektiv ist, existiert ein y € ¥ mit g(y) = z. Da f surjek-
tiv ist, existiert ein € X mit f(z) = y. Somit gilt go f(z) = g(f(z)) = g(y) = z,
also ist g o f surjektiv.

3. Wahr: Angenommen f|A ist nicht bijektiv. Dann ist f|4 nicht surjektiv, da f|a
injektiv ist per Annahme. Also existiert ein y € Y mit y ¢ f(A). Da f surjektiv
ist, existiert ein z € X mit f(z) = y. Aufgrund von y & f(A) gilt « ¢ A, aber nach
Voraussetzung gilt y = f(z) € f(A). Widerspruch. Somit ist f|4 bijektiv.

4. Nicht wahr: Sei X = {1,2} und Y = {1}. Dann ist f trivialerweise konstant und
es gilt

FA N2 = F(0) = 0 # {1} = {1} n {1} = F{1}) N F({2D).
(Hinweis: f(AN B) C f(A)N f(B) gilt tatséchlich fiir alle Teilmengen A, B C X).
Hausaufgabe 5.2 Sei

FR Rz 2l falls @ # 3
' ’ 2 falls x = 3.

Entscheiden Sie ob f bijektiv ist und bestimmen Sie gegebenenfalls die Umkehr-
funktion.

Losung:
Die Abbildung ist bijektiv, denn seien z,y € R mit y # 2 und x # 3. Dann gilt
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Also hat jedes y # 2 genau ein Urbild unter f und zwar ?;’%21 Offensichtlich gilt
F71({2}) = {3}, also ist f bijektiv mit Umkehrabbildung

Sl falls y # 2
TR =Ry { Y2 alls y # .
3 falls y = 2

Hausaufgabe 5.3 Beweisen Sie den folgenden Satz. Seien X, Y endliche Mengen.

So gibt es genau |Y'|IX! Abbildungen von X nach Y, und unter diesen Abbildungen
sind genau |[Y|(|Y] —1)(|]Y| - 2)...(J]Y| — | X| + 1) Injektionen.

Beweis: Beweis durch vollstdndige Induktion. Wenn |X| =1 und X = {z}, dann
gibt es fiir jede y € Y genau eine Abbildung f : X — Y, sodass f(z) = y. Darum
gibt es |Y| Abbildungen von X nach Y. Diese Abbildungen sind alle injektiv. Sei
jetzt n € N. Nehme an, dass fiir alle Mengen X' mit |X’| = n es |Y|™ Abbildungen
und |Y|(|Y| = D(Y]| = 2)...(]Y| — n + 1) Injektionen von X’ nach Y gibt. Sei X
eine Menge mit |X| = n 4+ 1. Wihle eine Teilmenge X’ von X mit |X’| = n. Sei
x € X\ X'. Jede Abbildung f : X — Y wird bestimmt durch f|xs und f(z): fiir
jede Abbildung ¢ : X’ — Y und y € Y gibt es genau eine Abbildung f: X — Y
mit flx: = ¢ und f(z) = y. Weil es [Y|™ Abbildungen ¢ : X’ — Y gibt und |Y|
Elementen in Y, gibt es genau |Y|" |Y| = |Y|**! Abbildungen von X nach Y. Eine
Abbildung f : X — Y ist genau dann eine Injektion, wenn f|x- eine Injektion
ist und f(z) ¢ f(X'). Weil es [Y|(|]Y] = 1)([Y] — 2)...(]Y] — n + 1) Injektionen
von X’ nach Y und |Y| — |X’| = |Y| — n Elementen in Y \ f(X’) gibt, gibt es
Y1V - D(Y|—-2)...(Y]| = n+ 1)(JY| — n) Injektion von X nach Y.

Hausaufgabe 5.4 Sei X # () eine Menge und Abb(X, {0,1}) die Menge der Ab-
bildungen zwischen X und der Menge {0,1} (0 # 1). Zeigen Sie, dass eine Bijektion
f:P(X)— Abb(X,{0,1}) existiert und geben Sie die Umkehrfunktion an.

Beweis: Fiir eine Teilmenge A C X sei

1 fallsze A

: X —-{0,1}, 2 — .
xa {01} {O falls x ¢ A

Dann ist x4 € Abb(X,{0,1}) und es gilt
Xa{ih=4 ()
fiir alle A € P(X). Wir behaupten, dass die Abbildung
f:P(X)— Abb(X,{0,1}), A — xa
bijektiv ist. Seien A, B € P(X) mit xa = f(4) = f(B) = xp. Aufgrund von (x)
folgt A = B, also ist f injektiv. Ist n € Abb(X, {0, 1}), so gilt
n=xn-1¢1y (%),

da sowohl 7 als auch x,-1 ({13, auf = ({1}) konstant 1 und auf n~'({0}) konstant
0 sind und da X = n~1({1}) U n71({0}) gilt. Die Umkehrabbildung ist nach (xx)
gegeben durch

f71ADB(X,{0,1}) = P(X),n =0~ ({1}).

Hausaufgabe 5.5 Entscheiden Sie, welche der Folgen (a,)nen konvergieren und
bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.



_ 3
Loan = 3% +3

2. ap:=(=1)"v/n?2+1

3. ap := v/n+1—+/n (Hinweis: Fiir alle x,y € Cmit z # —y gilt z—y = 2y 2

z+y

4. an :=n!/(n"™ +2n% +5)

Losung:

1.
Sei € > 0 und ng € N mit ng > 1 und ng > \/% Dann gilt fiir alle n > nyg
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dementsprechend gilt =0 was dquivalent zu % +3 =" 3ist.

3nb>—2

2. Fiir alle n € N gilt

()"VR2 1] = Vn2 +1> V2 =n
also ist die Folge unbeschriankt und konvergiert dementsprechend nicht.
3. Fiir alle n € N gilt
l=n+l-n=vVatl —vi'=(Vn+l-va)(Vn+1+Vn)

was dquivalent zu

1

—=vn+1l—+vn
Vvn+1++n v
ist. Nun gilt

1 1 1

T Vn+l+yn T Vn+yn 2yn
fir alle n € N. Nach Prisenzblatt 4.4.1 gilt == — 0 fiir n — oo und demnach

vn
vVn+1—+/n—0 fiir n— cc.

4. Fiir alle n € N gilt



und demnach — 0 fiir n — oo.

n!
n"+2n2+45

Abgabe der Hausaufgaben bis zum Sonntag den 26.11.2023, 23.59 Uhr in Panda.



