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5. Prasenziibungsblatt - Losungen

Prisenzaufgabe 5.1 (Newtonverfahren) Seien n € N, ¢ € Ryg und f: R — R,
x +— ™ — c. Wir schreiben f’ fiir die Abbildung R — R, = + na"!. Sei g = 1
und definiere fiir k € N rekursiv

f(xr—1)

fr(wp-1)
(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktionen f und

T = Tk—1 —

to:R— R, @ f(zo) + f'(20) (2 — 20).

(b) Zeigen Sie, dass z1 die einzige Nullstelle von g ist.
(c) Geben Sie eine Beschreibung von zj. Malen Sie Bilder!

(d) Zeigen Sie, dass a}} > c fiir alle k& € N. (Hinweis: Die Bernoulli Ungleichung
koénnte hilfreich sein.)

(e) Zeigen Sie, dass (zx)ren monoton fallend ist.
(f) Zeigen Sie, dass (zy)ren konvergent ist und limg_,o zx = ¥c.
Loésung:

(a),(c) Siehe Prisenziibung.

(b) Einsetzen von z; in tg liefert sofort ¢g(x1) = 0. Die Gleichung to(z) = 0 ist
eine polynomiale Gleichung von Grad 1 und hat damit genau eine Nullstelle,
also ist x; die einzige Nullstelle von t.

(d) Wir beweisen erst mit Induktion, dass xy > 0 fiir alle k € Ny. Fiir k = 0 gilt
xr =29 = 1 > 0. Sei jetzt k € N und nehme an, dass xy_; > 0. Es gilt

n n
_ TR —c ) Ty —c
Ty = Tp—1 — n—1_ — Lk—1 -

T4 nry_,
Weil 2,1 >0 und ¢ > 0, gilt 27_; —c < 2}_; < nxj_;. Darum gi’:;gjlc <1
Es folgt zp > 0. Dies beweist, dass xy > 0 fiir alle k € Ng.
Weil 1 > 0 und ¢ > 0, gilt mi - > 0 and damit —% + mztl > —% > —1.

Mit Hilfe der Bernoulli Ungleichuﬁg folgt

1 " 1
x22x2_1(1—+ Z ) 2x2_1<1+n<—+ Z )):c.
n o nry_, n o nry_,

(e) Fiir jede k € Nmit k> 2 gilt 2}, —c> 0 und xz:ll > 0. Darum folgt

Ty —¢C
Tp=Th-1— ——p=7 < Th—1-
k—1



(f) Weil (zf)ren monoton fallend ist und z}_; > ¢, ist (xx)ren von unten be-

schréankt. Damit ist die Folge konvergent. Sei z := limg_ oo . Weil zp —
Tp_q 4+ 2125 — 0 fiir alle k € N, gilt
nw, ~;

" —c

. x"7 —C " — ¢ T
0= lim (J:k—xk_l—Fkl):x—x—&— =

k—o0 Z:% nzn—1  npgn-l!

und damit z" = c.

Priasenzaufgabe 5.2 Untersuchen Sie die angegebenen Folgen auf Konvergenz
und geben Sie gegebenenfalls den Grenzwert an.
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Lésung:
. . — —
1. Wir wissen aus der Vorlesung, dass /n "Z° 1 und 4 = %\/ﬁ "Z8° 0 und aus

n3
PA 4.4.3, dass % "Z80. Dementsprechend gilt
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2. Es gilt vn +1 — /n > 0 und nach HA 5.5.3 lim,,,o(v/n + 1 — v/n) = 0. Ist nun
m € N beliebig, so existiert ein ng, sodass vn +1 —+/n < % fiir alle n > ng gilt.
Also folgt fiir alle n > ng auch

m < ! < \/H
SVaAlo Vi Varlova

Demnach ist (7\/717“7 \/ﬁ)neN nach oben unbeschrankt, also auch nicht konvergent.

3. Es gilt
n—n+7 1-—d+5 o, ,01-0-0 1
= — = —.
5n° 41 5+ 5 540 5
4. Sei e = %. Da ";n_s’j:f — % fiir n — oo existiert ein ng € N sodass
n—n+7 1 < 1
5n° +1 5 10°




fir alle n > ng gilt, was dquivalent zu

n5—n+76 1 3
5n° +1 10710

fiir alle n > ng ist. Demnach gilt

nn5—n+7_n5—n+7e<l 3)
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fir alle n > ng mit n € 2N und

2P =n+T7  n®—n+7 3 1
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fir alle n > ng mit n € 2N + 1, also ist

2 1
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fir alle n > ng.

Angenommen (¢p,)nen ist konvergent gegen ein ¢ € C. Dann existiert ein n; € N
mit ny > ng, sodass fiir alle n > ny bereits |¢, — ¢| < % gilt. Damit folgt

| = ( ) < Jen — | +] <yl
Cp — Cp, = [Ch, — C— (Cp —C)| S |cp, —C Cn —cC J— — =,
1 +1 1 1010 5

aber |¢, — ¢py1| > % fiir alle n > ny > ng, also ist die Folge nicht konvergent.

Prisenzaufgabe 5.3 Untersuchen Sie die Folge (ay,)nen, mit

/ 1
ann< 1+1>,
n

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
Hinweis: Die Identitiit (a + b)(a — b) = a®> — b* (a,b € R) konnte von Vorteil sein.
Losung Es gilt
n(Y1+1-1) (i+i+1) )
(y1+2+1) :( 141 41)

Die Folge (, /14 %) N ist monoton fallend und nach unten durch 1 beschrénkt
ne

und ist damit konvergent. Das Quadrat des Grenzwerts ist gleich 1, also muss der

Grenzwert ebenfalls 1 oder —1 sein. Da (@ /1+ %)
ne

Grenzwert nicht —1 sein, also ist der Grenzwert 1. Es folgt
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Priasenzaufgabe 5.4 Sind die folgende Aussagen richtig oder falsch? Begriinden
Sie jeweils Thre Antwort.

Ap =

N > 1 fir alle n € N kann der




(a) Die Summe zweier beschrinkter Folgen in R ist konvergent.

(b) Ist die Summe zweier Folgen (ay)neny und (by,)nen in R konvergent, dann kon-
vergieren auch (a,)nen und (b, )nen selbst.

(¢) Konvergiert die Folge (a,)nen in R, dann ist die Folge ((—1)"ay, )nen divergent.
(d) Konvergiert die Folge (an)nen in R gegen a, so ist (a, — a)nen eine Nullfolge.
Lésung:

(a) Falsch: Sei a,, = (—1)™ und b,, = 0 fiir n € N. Beide Folgen (a,,)nen und (by, )nen
sind beschrankt, aber (a,, + b, )nen = (@ )nen ist nicht konvergent.

(b) Falsch: Sei a,, = (=1)" und b,, = —a,, fiir n € N. Die Folge (a,)nen ist nicht
konvergent, aber (a, + by)nen = (0)nen ist konvergent.

(c) Falsch: Sei (ap)nen eine Nullfolge. Dann ist ((—1)"ay)nen ebenfalls eine Null-
folge, also konvergent gegen 0.

(d) Wahr: Wenn (a,)nen in R gegen a konvergiert, dann gibt es fiir jede € > 0 ein
N € N, sodass fiir n > N gilt |a, — a|] < e. Nun gilt fiir die Folge (b, )nen mit
b, = a, — a, dass |b, — 0] = |(an, —a) — 0] = |a, — a| < € fiir alle n € N mit
n > N. Damit ist (b,)nen eine Nullfolge.




