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6. Prasenziibungsblatt - Losungen

Prasenzaufgabe 6.1 Man iiberpriife die folgenden Reihen auf Konvergenz:

0 Y s

n=1

n

(®) 3 g

n=1

= nS4n+1
() ;3n6+n2+1

Loésung:

(a). /n — 1 fiir n — oo. Die Folge ({/n)nen ist demnach keine Nullfolge, also
divergiert die Reihe.

(b). Die Reihe konvergiert: Es gilt Y 07 /27" = ﬁ =2und ) 2 37" = 1_1% =3
(geometrische Reihe), womit Y07 (27" +37") =3 27" 43> (3T =2+ 2.
2
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(c). Es gilt = = Weil limy,_ oo Wt-ll =
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%, ist die Reihe nach dem Quotientenkriterium konvergent.

(d). Bs gilt G = ISR > B — B o0 nach PB 4.4.3. Also bilden die

Glieder der Summe keine Nullfolge., demnach divergiert die Reihe.
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Jedes Glied in dieser Summe ist kleiner oder gleich % Fir £ > 1 folgt, dass



(1+ i)k < g + 1 < k und damit i < ¥k — 1. Nach dem Minorantenkriteri-
um ist die Reihe divergent.

(f). Es gilt 311% > 3%% fir alle n > 28. Die Reihe ) % ist nach dem

Wurzelkriterium nach oben unbeschrinkt, da
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also divergiert auch die Reihe in (f).
(mit allgemeinerem Wurzelkriterium: 31’}:3” Vet = - %"H = 2—173% — o0, da

3% — 1 fiir n — co. Nach dem Wurzelkriterium divergiert die Reihe.)
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(g). Es gilt Y 3 = oL = 33 V3 3 0-1=0da g — 0 fiirn — oo

(Es gilt n? < 3" fiir alle n € N (Induktion iiber n € N>5) was fquivalent zu 35 < %

ist ). Damit konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium.

(h) Es gilt % — % fiir n — oo. Da % # 0 konvergiert die Reihe nicht.
Priasenzaufgabe 6.2 Das Ziel der Hausaufgabe 6.2 ist zu zeigen, dass die Folge
((1 + %)n)neN konvergiert.

In dieser Présenziibung ist das Ziel zu zeigen, dass die Reihe Zi’;o % ebenfalls
konvergiert und dass

gilt.

(Hinweis: Sei ¢ := lim,, 0 (1 + %)n Im Beweis der Hausaufgabe 6.2 wird gezeigt,
dass ((1 + %)n)neN

und alle € > 0 die Ungleichung (1—¢€) >_;" % < c gilt. Machen Sie sich anschlieflend
klar, dass diese Aussage dquivalent zu -, % < cist und folgern Sie, dass Y - o %
konvergiert und < ¢ ist. Zeigen Sie anschlieend die Ungleichung Zzozo % >c.)

monoton steigend ist. Zeigen Sie zuerst, dass fiir fixes m € N

Beweis:

Sei ¢ := lim;, o0 (1 + 2)". Im Beweis der Hausaufgabe wurde gezeigt, dass ((1 + %)n)neN
monoton steigend ist, demnach gilt ¢ = sup{(1+1/k)* : k € N} > (1 + )" fiir alle

n € N. Wir zeigen zuerst, dass
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fiir alle m € N gilt. Damit folgt die Konvergenz der Reihe Y 7o % und die Unglei-

chung
D
k=0

(Hinweis: Die Konvergenz der Reihe hitte man auch durch das Quotientenkriterium
beweisen konnen. Die Tatsache, dass der Limes < c ist, folgt allerdings nicht aus
dem Quotientenkriterium.)
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Sei hierzu m € N beliebig. Gleichung (1) fiir genanntes m ist fiquivalent zu
1 o~ L < c fiir all 0 3
(fe)zﬁ_curaee>. (3)
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Sei also € > 0 ebenfalls beliebig. Da fiir fixes k € Ny
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fiir n — oo, existiert ein ng > m, sodass
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fiir jedes k € {1,...,m} gilt. Damit folgt nach dem binomischen Lehrsatz

1\ & /ng) 1
> (1 — = _
= (100 ) =2 (V)

k=0
_ o ’I’Lo! i
5—0 (’/lo - k)'nlg k!
- no' 1
Z —
2 Ty~ Kk
>> (=95
k=0
> (1 1
( - 6) Z Ha
k=0
also ist (3) und somit auch (1) und (2) bewiesen. Wir zeigen nun noch
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Fiir alle n € N gilt
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fiir alle 0 < k < n in Ny gilt. (2) und (4) zusammen ergeben > 77 & = c.

Priasenzaufgabe 6.3 Essei fo =0, f{ =1 und f, :== fn_1 + fn_2 fiir n € N mit
n > 2. Die rekursiv definierte Folge (f,,)nen heifit Fibonacci Folge. Fiir n € N, sei
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Man zeige:
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Es gilt s, < 2 fiir alle n € N,

lim s, = 2,
n—oo

sup{s, : n € N} = 2.

Beweis:

(a)

Fir n > 1 gilt
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und damit i f
sn=2—2n1—32—2<2 (5)

da alle fi’s positiv sind.

Da alle f,, positiv sind, ist die Folge (s, )nen streng monoton wachsend. Da sie
nach (a) auch nach oben beschrinkt ist, ist sie konvergent. Deshalb ist sie auch
eine Cauchy-Folge, was insbesondere s, 11 — s, = gﬁﬂ — 0 nach sich zieht.

Die Rechenregeln fiir Folgen ergeben somit wegen s, = 2 — 52 T — 3f" die
Konvergenz von (s,)nen gegen 2.

Monoton wachsende und nach oben beschriankte Folgen konvergieren gegen das
Supremum der Menge der Folgenglieder.




