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7. Hausaufgabenblatt - Losungen

Hausaufgabe 7.1 Man iiberpriife die folgenden Reihen auf Konvergenz:
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Losung:
1. Fir 17 < n gilt
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Die Reihe 07 | n% ist aber bekanntlich konvergent. Nach dem Majorantenkriteri-

um konvergiert demnach auch die Reihe Y07 | 713++21—Zn+1
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fiir n — co. Nach dem Wurzelkriterium divergiert die Reihe.

2. Es gilt

3. Fiir alle k € N mit k > 4 gilt k2 > k? —3k—1 > 0 (Induktion iiber k € N, k > 4),

also folgt fiir eben diese k auch m > k% und somit
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Da die harmonische Reihe divergiert folgt die Divergenz der Reihe in 3. aus dem
Minorantenkriterium.

4. Es gilt
V(VE-1Dk=VE-1—-0<1

fiir £ — oo. Demnach folgt die Konvergenz nach dem Wurzelkriterium.

5. BEs gilt ¥/3 -1 — 0 fir k — co und *V/3 —1 < /3 — 1 fiir alle k¥ € N. Die
Konvergenz der Reihe folgt nun aus dem Leibnitzkriterium.

6. Es gilt
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fiir k — oco. Demnach folgt die Konvergenz der Reihe aus dem Quotientenkriterium.

7. Es gilt % = (k;;)k > kk—’: > 1 fiir alle £ € N, also divergiert die Reihe, da die
Glieder der Reihe keine Nullfolge bilden.

Hausaufgabe 7.2 Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen konvergieren und be-
stimmen Sie den Grenzwert.

LY, m (Partialbruchzerlegung)
2. 307 k2FL fiir 2 € C mit |2] < 1.

(Hinweis: Zeigen Sie per Induktion iiber n € N die Identitét
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2. Sei z € C mit z # 1. Fiir n = 1 ergibt gilt
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Wir nehmen nun an, dass der Hinweis fiir ein n € N gilt. Dann folgt fiir z € C mit
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Damit ist der Hinweis gezeigt.

Sei nun 2z € C mit |2| < 1. Dann gilt (n + 2)2"" — 0 und (n + 1)2"*2 — 0 fiir
n — oo, denn
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fiir n — oo. Also konvergieren die Reihen 3777 (n +2)2"*! und 3272, (n +1)2"*?
womit die beiden Folgen Nullfolgen sein miissen. Da fiir z € C mit |z| < 1 insbe-
sondere auch z # 1 gilt, folgt nach dem Hinweis und der Konvergenz der beiden
genannten Folgen gegen Null fiir alle z € C mit |z| < 1
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Hausaufgabe 7.3 Sei (ap)neny eine monotone Nullfolge. Zeigen Sie den Ver-
dichtungssatz von Cauchy: Die Reihe > 7 | a, ist genau dann konvergent, wenn
> 2™agn konvergent ist.

Beweis:

Es gilt
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Z ap < 2"agn <2 Z ak.
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Es folgt
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Die Aussage folgt jetzt aus dem Monotoniekriterium.

Abgabe der Hausaufgaben bis zum Sonntag den 10.12.2023, 23.59 Uhr in Panda.



