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8. Préasenziibungsblatt - Losungen

Prisenzaufgabe 8.1 Welche der angegebenen Folgen (a,,)nen besitzen eine kon-
vergente Teilfolge und welche nicht? Begriinden Sie ihre Antwort.

L
Lésungen: (a) a, = iii — 1, (an)nen ist also selbst bereits konvergent.
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(b). Es gilt (%) = ¢ und somit ag, = 1 fiir alle n € N, womit wir eine konver-
gente Teilfolge gefunden haben. Man hétte auch mit Hilfe von Bolzano-Weierstrafl
und der Beschrinktheit der gegebenen Folge (durch 1) argumentieren kénnen.

(c). Die angegebene Folge ist monoton steigend und nach oben unbeschrinkt. Wir
behaupten, dass dann auch jede Teilfolge (monoton steigend und) unbeschréinkt ist,
womit (y/n)nen keine konvergente Teilfolge besitzen kann. Sei hierfiir (ay, )ren eine
Teilfolge. Angenommen die Teilfolge wire beschrénkt. Dann gilt 0 < a,, < C fir
ein C > 0 fir alle k € N. Da a,, unbeschrankt ist, existiert ein m € N, sodass
am > C. Sei l € N so grof}, dass n; > m. Dann gilt C < a,, < a,, da a,, monoton
steigend ist. Widerspruch! Dementsprechend ist jede Teilfolge unbeschrankt.

(d) Es gilt ’(62”‘/5) ’ =1 fiir alle n € N. Damit besitzt die Folge nach Bolzano-

Weierstrafl eine konvergente Teilfolge.

Prasenzaufgabe 8.2 Fiir b € N, b > 2, versteht man unter einem b-adischen
Bruch eine Reihe der Gestalt i
+ Z an,b™.

n—=—oo

Hierbei ist £ > 0 und die a, sind ganze Zahlen mit 0 < a, < b. Schreibweise:
ardp—1...040.0-1Q_9....

(a) Man zeige: Jeder b-adische Bruch stellt eine Cauchy-Folge dar, konvergiert also
gegen eine reelle Zahl.

(b) Man zeige: Jede reelle Zahl 148t sich in einen b-adischen Bruch entwickeln, das
heifit zu jedem z € R gibt es fiir jedes n € Z<y, ein a, € {0,...,b — 1} mit

T = ZI:L:_OO anb”.

(¢) Man entwickle z = 1 in einen b-adischen Bruch fiir b = 2.



Beweis:

(a) Es gilt
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da0<1/b<1firbe Nmit b > 2 und nach der Konvergenz der geometrischen
Reihe, also konvergiert die Reihe des b-adischen Bruchs.

(b) Fiir x € Ny wurde die Existenz einer derartigen Reihendarstellung von « bereits
in PA 2.1 gezeigt. Es reicht demnach zu zeigen, dass jedes y € [0, 1) eine Darstellung
der Form Z;iioo apb™ mit a,, € {0,...,b—1} besitzt. Seialsoy € Rmit 0 <y < 1.

a_1 a_1+1
b b

Dann existiert ein eindeutiges a_; € {0,...,b— 1} mit y € |
y—a_13 €1[0,1/b). Da fir n € N

< b—1 . .
n J g1
[0’ 1/b ) - Uj:o |:bn+1’ bn+1>

gilt, folgt induktiv fiir n € N die Existenz eines a_¢,41) € {0,...,b — 1}, so-

dass y — Z;lz_n a;t — a_(niny g € [0,1/6"T1). Per Konstruktion gilt dann
-1

Y= n=-—00

). Dann gilt

anb™ und (b) ist bewiesen.

(c) Sei k =0 und a_,, = 1 falls n € 3N und Null sonst. Dann gilt Z:’:l a_nzin =
Y1 Goangir = Yoty g — L= iy —1=1.

Priasenzaufgabe 8.3
Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen stetig in = 0 sind:

x sin (%) x#0

1.f:]R—>R,f(x):{0 0

L(L_I)Q I#O
2. f:(=1,00) = C, f(z) = { =l \z+1
0 =0

Beweis: 1. Es gilt |sin(z)| < 1 fiir alle € R. Sei ,, eine Folge in R mit =, — 0.
Wir miissen zeigen, dass dann f(z,) — f(zo) = 0 gilt. O.B.d.A sei x,, # 0 fiir alle
n € R. Dann gilt

[f ()] = |zn||sin(l/z,)| < |2n| = 0.

Also ist f folgenstetig in der Null. Nach dem Satz in der Vorlesung ist f auch stetig
in 0. Mit dem e-§ Kriterium fiir Stetigkeit lduft der Beweis folgendermafien: Sei
€ > 0 beliebig. Sei § = €. Dann gilt fiir alle € R\ {0} mit |z| < 6

[f (@) = F(O)] = [f(x) = O] = |f(2)| = |z[|sin(1/2)| < |z| <6 =€



Also ist f stetig in 0.

2. Fir z # 0 gilt

L 1)2_1(H4>2_1<—x>2_1 o _ _lal
lz] \z +1 Y z+1 ozl \z+1) |z (z+1)2 (1+2)?

Da f(0) = 0 gilt also sogar g(z) = % fiir alle z € (—1, 00). Diese Funktion ist
1

aber stetig auf (—1,00), da sowohl |z| als auch CEIE

stetig auf (—1, 00) sind.
Priasenzaufgabe 8.4 Zeigen Sie, dass die Funktion

1 z€l0,1]
X[, : R — RaX[o,l](fU) = {O z ¢ [0,1]
nicht stetig ist. In welchen Punkten x € R ist x[o 1] stetig/folgenstetig und in wel-
chen nicht?

Losung: Die Einschrénkung von x[o,1) auf (—o0,0) U (1,00) ist konstant Null, also
stetig. Die Einschrinkung auf (0, 1) ist konstant 1, also dort ebenfalls stetig. Es gilt
X[0,1](—1/n) = 0 fiir alle n € N und somit lim, o X[0,1](—1/1) = 0 # 1 = x[0,1(0).
Also ist x[o,1] nicht folgenstetig in 2 = 0. Analog gilt lim,, o Xjo,1)(1 +1/n) =0 #
1 = Xjo0,1)(1). Also ist x[p,1] auch in 1 nicht folgenstetig. Stetigkeit und Folgenste-
tigkeit sind nach einem Satz in der Vorlesung dquivalent.

Nichtstetigkeit von x in 0 und 1 via der e — § Definition. Sei ¢ = % Dann gilt fiir
jedes § > 0, dass x5 := —4d/2 die Ungleichungen |z5 — 0| = |z5] = §/2 < § und

1
\X(%)—X(O)=|0—1|=1>§=€

erfiillt. Also ist x nicht stetig in 0. x ist nicht stetig in 1, da fiir ¢ = % und jedes
d > 0, die Zahl x5 := 1+ §/2 die Ungleichungen |zs — 1| = |1+ /2 -1 =06/2< 46
und 1

x(s) = x() =01/ =1> 5 =

erfiillt. Also ist f auch nicht stetig in x = 1.




