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9. Préasenziibungsblatt - Losungen

Prisenzaufgabe 9.1

1. Zeigen Sie, dass fiir alle x € [0, 2]

gilt.
2. Schlieflen Sie aus 1., dass sin(z) > 0 fiir alle x € (0, 2) gilt.

3. Zeigen Sie die Identitét

cos(z) — cos(w) = —sin <Z J; w) sin (Z _2 “’)

fiir alle z,w € C.

4. Zeigen Sie, dass cos im Intervall (0,2) strikt monoton fallend ist.

5. Zeigen Sie, dass fiir alle z € [0, 2]

gilt.

6. Zeigen Sie, dass cos im Intervall [0,2] genau eine Nullstelle besitzt. Wir be-
zeichnen diese Nullstelle mit 7.

7. Zeigen Sie, dass fiir jedes u € (0,1] genau ein x € [0, ) existiert, sodass

u = cos(x) gilt.

8. Zeigen Sie, dass fiir jedes z € C mit |z = 1 und Re(z) > 0 und Im(z) > 0
genau ein z € [0, §) existiert mit e'* = 2.

9. Folgern Sie die Identitét
{e*:z€(0,2m)} ={2€C:|z| =1}.

(wobei 27 = 47). Zeigen Sie zusitzlich, dass fiir z € C mit |z| = 1 genau ein
x € ]0,27) mit e’ = z existiert.

Beweis:

Fiir z € R gilt sin(z) = 377 (;jj_);),x%“ fiir alle z € R. Dementsprechend gilt
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fiir x € [0,2) und j € N gilt aber
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wie man leicht verifiziert, womit 1. sofort folgt.
2. Fiir x > 0 gilt
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Da 2 <6 folgt 2. aus 1.
3. Seien z,w € C. Dann gilt
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0s(z) — cos(w).

4. Seien z,y € (0,2) mit z < y. Dann gilt y“” 5% € (0,2) und somit nach 2.
sin (Y£%) > 0 und sin (£52). Damit folgt aber

cos(y) — cos(z) = — sin ( ) ( _ x) <o0.

und also ist cos strikt monoton fallend auf (0, 2).

5. Fiir z € R gilt cos(z) = 3372 ((_2]1)),] 2% fiir alle z € R. Dementsprechend gilt
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fiir € [0,2) und j € N gilt aber
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wie man leicht verifiziert, womit 5. sofort folgt.
6. Es gilt cos(0) = 1 und nach 4. cos(2) < 1—%4—% =1-2+8=-1+2=-1.
Da cos stetig ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle von cos in
(0,2). Da cos strikt monoton fallend in (0,2) ist, ist diese Nullstelle die einzige
Nullstelle in [0,2]. Wir nennen diese Nullstelle 7/2.

7. Da cos(0) = 1, cos(m/2) = 0 und cos stetig und strikt monoton fallend auf (0, 7/2)
ist, folgt cos([0,7/2)) = (0, 1]. Da cos auf [0, 2] und somit auch auf [0, 7/2] strikt
monoton fallend ist, ist cos dort auch injektiv. Damit folgt 7.

8. Sei z € Cmit |2/ = 1und z = u + v mit u € Ryg,v € R>q. Dann ist
0 <u=+vVu2 < VuZ+v2 = |z| = 1. Also existiert ein eindeutiges = € [0,7/2)
mit u = cos(z). Wegen [2| =1 gilt 1 > v =+1—u2=/1—cos(z)? = /sin(z)? =
sin(x) nach PA 9.1.2. Somit folgt €' = cos(x) +isin(x) = u+iv = z. Angenommen
es gibt ein weiteres 2/ € [0,7/2) mit ¢ = z = €. Dann gilt cos(z’) = cos(x) und
somit nach 7. 2’ = x.

9. Die Inklusion {e** : z € [0,27)} C {z € C : |z| = 1} ist offensichtlich. Sei 2 € C.
|z| = 1. Falls Re(2) > 0,Im(2) > 0 so gibt es ein eindeutiges = € [0, 7/2) mit e'* = 2.
Sei nun Re(z) < 0 oder Im(z) < 0. Dann existiert ein eindeutiges k € {0,1,2, 3},
sodass e~ % z strikt positiven Realteil und nicht negativen Imaginirteil hat. Nach 8
existiert ein eindeutiges z € [0, 7/2) mit €' = e~**3 2. Damit gilt aber ! +#3) = 2,
Offensichtlich gilt « + k5 € [0,2n) fiir k € {0,1,2,3}. Die Eindeutigkeit wurde im
Beweis gezeigt. Damit folgt 9.

Prisenzaufgabe 9.2 Welche der folgenden (eigentlichen oder uneigentlichen)
Grenzwerte existieren und welche nicht? Geben Sie den Grenzwert an, falls er exi-
stiert.

cos(z) — 1

1. limg, 4o 5 (Hinweis: Verwenden Sie zum Beispiel Prasenzaufgabe 9.1.5)
x

1
2. lim, g —€ =
T

w""

. S L i1
3. limgqg €'z, limg g €'=, lim, g e'=

4. limgqq f(x),limg1 f(2), limg—1 f(2), wobel f: R — R mit f(z) =0firz <1
und f(z) =1 fiir z > 1.

0 <0
5. limgqo g(x), limy 0 g(2), lim,_ g(x), wobei g : R — R mit f(z) = { NG =
e z>0

xT

6. limgy 557, limg )1 5%, limg g

T
z2—1

. inh(x)
7. limy o0 (S:osh(a;:)

8. limyyaooz®+22+1
9. limg_ 4 cos(x)

10. limg 400 @ cos(x)



Lésung: Nach PA. 9.1.5. gilt

2 2 4

X X X
- < <-4
g Seos(z) <1- o+ o

fiir alle z € [0,2]. Da cos(x) = cos(—z) gilt obige Ungleichung fiir alle z € [—2,2].
Fiir z € [-2,2] \ {0} ergibt sich aus obiger Ungleichungen

1<cos(:c)71 1+x2
2~ x2 - 2 24
was dquivalent zu
_ 2
g ls@ -1 (1) =
- 22 2) = 24

fiir z € [-2,2] \ {0} ist.

Sei nun (z,,)nen eine Nullfolge in R\ {0} und 0.B.d.A |z,| < 2 fiir alle n € N. Dann
gilt nach obiger Ungleichung fiir alle n € N

_ 2
0< cos(@n) =1 _ (—1) <In 0,

- x% 2/ 7 24
; — cos(z) — 1 o s
fiir n — oo. Also gilt lim,_,q — = —5 Damit existieren natiirlich auch der
T

linksseitige und rechtsseite Grenzwert bei = 0 und beide sind ebenfalls f%.
2. Fiir 2 > 0 gilt e” = >_72, %T > z und somit e~% = e% < % fiir alle z > 0. Sei
nun x # 0 Dann folgt
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Ist nun € > 0 und § := € so gilt nach obiger Ungleichung fiir alle x # 0 mit
|z — 0] = |z| < 0 die Abschétzung

1
61”12—0‘<5_6.
x

Nach dem € — §-Kriterium gilt lim;_,¢ %e_fz =0.

Beweis via Folgendefinition: Ist (x,)nen eine Nullfolge in R\ {0}, so folgt nach
obiger Abschitzung

1
ie_ a‘%
Ln

—O‘§|xn|—>0

fiir n — oo da (2, )nen eine Nullfolge ist. Somit gilt nach der Folgendefinition eben-
falls lim,_,q %efﬁ =0.

3. Sei x,, := # und y, = —# fiir n € N. Dann gilt

€ Tn —
-1 ne2Ng+1

und

]l -1 ne2Ng+1



fir alle n € N, Da z,,y, — 0 fir n - oo und y, < 0,x, > 0 fiir alle n € N,
. . . ;1 . ;1 . . . ;1 .
existieren weder limg 1o €'= noch lim, g e’=, also existiert auch lim,_,q €'= nicht.

4. Ist z,, < 0 fir alle n € N mit x,, — 0, so folgt f(z,) = 0 fur alle n € N, also
insbesondere f(x,) — 0 fiir n — oo. Somit gilt lim,qo f(x) = 0. Ist x,, > 0 fiir alle
n € N mit x,, — 0, so folgt f(z,) = 1 fiir alle n € N, also insbesondere f(z,) — 1
fiir n — oco. Somit gilt lim,yo f(z) = 1. Sei g, := (=1)"2. gilt f(y,) = 0 fiir n
ungerade und f(y,) = 1 fiir n gerade. Also konvergiert die Folge f(y,) nicht, womit
lim,_, f(x) per Definition nicht existiert. (oder einfach aus dem Grund, da links-
seitiger und rechtsseitiger Grenzwert nicht iibereinstimmen!)

5. Analog zu 4. gilt offensichtlich lim;1o g(z) = 0. Sei (z,,)nen eine Nullfolge in R .
Dann gilt g(z,,) = %,/xn = ,/a% — oo fiir n — oo, das ‘% — oo fiir ,, — 0 und

da v/x > m fiir m € N und alle x > m?. Damit folgt die Uneigentliche Konver-
genz lim, | g(z) = 4o00. Somit kann lim,_, g(x) weder eigentlich noch uneigentlich
existieren.

6. Fiir v # 1, -1 gilt 5 = o= 1) =0 Also folgt

. T 1 . T . 1 1
lim —F— lim lim = [ lim — = —00
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Damit kann lim, 1 —z*5 weder eigentlich noch uneigentlich existieren.

und

X " z__—w 20 22
7. Es gilt Z;Tﬁiz)) =Grew = ;m& = hz,zm fiir alle z € R. Da lim, oo €72 =0
und lim,_,_ o €2 = 0 folgt limy4o0 Z;’;};l((i; = +1.

8. Sei (xy)nen eine Folge in R mit z,, — co. O.B.d.A sei x,, > 0 fiir alle n € N.
Dann gilt
w3422 +1>23 - 0

fiir n — oo, also folgt lim, . 22 + 22 + 1 = c0.

Se1 (Tn)neN elne Folge in R mit x,, - —oo. O.B.d.A sei mn < 0 fiir alle n € N. Da
< =2 fir alle n > ng.

= 3;1 = xn—"l — —o0 existiert ein ng € N, sodass

Damit gilt fiir alle n > ng aber auch

2+1

g+ al+1<(=2)(@) + 1) +a) +1=(-1)(a +1).
Aber z2 +1 — +oo fiir 2, — F00. Somit folgt 3 + 22 +1 — —oo fiir n — oo und

damit lim,_,_ o xi + x% +1=—c0.

9. Es gilt cos(mk) = 1 falls k gerade ist und cos(wk) = —1 falls k ungerade ist. Da
xr = 7k — 0o und y, = —wk — —oo fiir k — oo, existiert weder lim,_, o, cos(z)
noch lim,_, o cos(z)

10. Die selben Folgen xj, yr wie in 9. liefern

mk  ke€2N

ok c0s(Tk) = {—wk k€ 2Ny + 1



und
-k ke2N

U coS(yk) = {wk keoNg+1

Also existiert weder limy_, oo  cos(z) noch lim,_,_ o x cos(x) (weder as Zahl in C
noch uneigentlich).




