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1. Übungsblatt

Präsenzaufgabe 1.1 Sei Q(
√
2) := {a+ b

√
2 : a, b ∈ Q}.

(a) Zeigen Sie, dass die übliche Multiplikation von reellen Zahlen Q(
√
2) \ {0} zu

einer Gruppe macht.

(b) Zeigen Sie, dassQ(
√
2) mit der üblichen Addition und Multiplikation von reellen

Zahlen ein Ring ist.

Präsenzaufgabe 1.2 Sei p eine Primzahl. Sei R die Teilmenge aller rationalen
Zahlen m

n , so dass n ̸= 0 und n nicht durch p teilbar ist. Zeigen Sie, dass R ein Ring
ist.

Präsenzaufgabe 1.3 Sie (G, ⋆) eine Gruppe. Beweisen Sie die folgenden Aussa-
gen.

(a) Wenn x, y, z ∈ G und x ⋆ y = x ⋆ z, dann gilt y = z.

(b) Wenn x, y ∈ G, dann (x ⋆ y)−1 = y−1 ⋆ x−1.

(c) Wenn x, y ∈ G, dann gibt es eindeutige Elemente w, z ∈ G, sodass w ⋆ x = y
und x ⋆ z = y.

Präsenzaufgabe 1.4

(a) Bestimmen Sie

[
1 2 3 4
2 1 4 3

]
◦
[

1 2 3 4
3 2 4 1

]
.

(b) Schreiben Sie

[
1 2 3 4
3 2 4 1

]
als eine Komposition von Transpositionen.

Präsenzaufgabe 1.5 Wir betrachten {±1} zusammen versehen mit der üblichen
Multiplikation von Zahlen als eine Gruppe. Sei n ∈ N. Ziel dieser Aufgabe ist
es zu zeigen, dass es einen Gruppenhomomorphismus sign : Sn → {±1} mit der
Eigenschaft gibt, dass sign(σ) = −1 für jede Transposition σ ∈ Sn.

(a) Sei f : Rn → R eine Funktion. Für σ ∈ Sn sei σ(f) : Rn → R die Abbildung
gegeben durch

σ(f)(x1, x2, . . . , xn) = f(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n))
(
(x1, . . . , xn) ∈ Rn

)
.

Zeigen Sie, dass
σ
(
τ(f)

)
= (σ ◦ τ)(f) (σ, τ ∈ Sn).

(b) Betrachten Sie jetzt die Funktion

f : Rn → R, (x1, . . . , xn) 7→
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj).

Zeigen Sie, dass σ(f) = ±f für jedes σ ∈ Sn.



(c) Definieren Sie sign : Sn → {±1} durch

σ(f) = sign(σ)f (σ ∈ Sn).

Zeigen Sie, dass sign ein Gruppenhomomorphismus ist.

(d) Zeigen Sie, dass sign(σ) = −1 für jede Transposition σ ∈ Sn.

(e) Sei n = 4. Bestimmen Sie sign

([
1 2 3 4
3 2 4 1

])
.

Präsenzaufgabe 1.6
Zeigen Sie, dass n3 − 4n teilbar ist durch 3 für alle n ∈ Z.


