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1. Ubungsblatt - Losungen

Prisenzaufgabe 1.1 Sei Q(v2) := {a +bv2:4a,b € Q}.

(a) Zeigen Sie, dass die iibliche Multiplikation von reellen Zahlen Q(v/2) \ {0} zu
einer Gruppe macht.
Lésung: Fir alle a1, as,b1,bs € Q gilt

(a1 + bl\/i)(ag + b2\/§) = (a1a2 + 2b1b2 + ((leg) + 0@[)1)\/5 S @(\/i)

Die Multiplikation von reelle Zahlen ist assoziativ. Das Element 1 = 14 0v/2 €
Q(v/2) ist das neutrale Element fiir Multiplikation. Zum Schluss, wenn a,b € Q,
dann ist

L a—bv2 a b
a—|—b\@: (a+bv2)(a — bV?2) T a2 — o2 _a2_2b2\/§€(@(\/§)

die Multiplikative inverse von a + by/2.

(b) Zeigen Sie, dass Q(+/2) mit der iiblichen Addition und Multiplikation von reellen
Zahlen ein Ring ist.
Lésung: Fir alle a1, as,b1,bs € Q gilt

(a1 + bl\/§) =+ (G,Q + b2\/§) == (al + a2) + (bl + bZ)\/§ S Q(\/i)

Die Addition von reelle Zahlen ist assoziativ. Das Element 0 = 04+-0v/2 € Q(v/2)
ist das neutrale Element fiir Addition. Wenn a,b € Q, dann ist —a — by/2 €
Q(ﬁ) die Additive Inverse von a + bv/2. Addition und Multiplikation reeller
Zahlen erfiillen das Distributivgesetz.

Prasenzaufgabe 1.2 Sei p eine Primzahl. Sei R die Teilmenge aller rationalen
Zahlen 7', so dass n # 0 und n nicht durch p teilbar ist. Zeigen Sie, dass R ein Ring
ist.

Lésung: Seien m,m',n,n’ € Z, sodass n und n’ ungleich 0 und nicht teilbar duch p
sind. Dann ist nn’ ungleich 0 und nicht teilbar durch p. Darum gilt

/ / li / /
m m mn’ +m'n mm mm —-m
—+—=————€R ——=——F€R ud —€R
n n nn nn nn n

Weiter sind die neutrale Elementen 0 und 1 fiir Addition bzw. Multiplikation in

R enthalten, denn 0 = % € Rund 1 = % € R. Addition und Multiplikation von

rationale Zahlen sind assoziativ und kommutativ und das Distributivgesetz gilt.

Prisenzaufgabe 1.3 Sie (G, *) eine Gruppe. Beweisen Sie die folgenden Aussa-
gen.

(a) Wenn z,y,2z € G und z xy = x x 2z, dann gilt y = 2.
Losung: Wenn x xy = x x z, dann

y=exy= (27 xm)xy=atx(zxy) =a  x(zxz2) = (7 x2)x2z = exz = 2.



(b) Wenn z,y € G, dann (zxy) =y txa~ L

Lésung: Es gilt

1

Tlxa ) =ax((yry DraT) =ax(exaT ) =axa =

(z*y)*(y

1 -1

Die Eindeutigkeit von Inversen impliziert, dass (x xy) ' =yt %z~ %

(¢) Wenn z,y € G, dann gibt es eindeutige Elemente w,z € G, sodass w*x =y
und x x z = y.
Losung: Sei w = yxx~!. Dann gilt wxz = (yxx~)xz = yx (a7 1xz) = yxe = y.
Wenn w’ € G und w’ xx = y, dann gilt w’ = w' xe = W' * (x x271) =
(wxz)xz t=yxax~! =w.
Sei z =2 1xy. Dann gilt 1% 2 = 2x (v 1 xy) = (rx27 1) %y = exy = y. Wenn
ZeGund xx2 =y, dann gilt 2’ = ex2 = (7 x2) %2 =27 L x(zx2) =
7 sy =2z

Priasenzaufgabe 1.4

. . 1 2 3 4 1 2 4
(a) Bestimmen Sie [ 9 1 4 3 ] o { 3 9 1 ]
Lé 11 2 3 4 o 1 2 3 4 1 2
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(b) Schreiben Sie 3 9 4 1 als eine Komposition von Transpositionen.
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Prisenzaufgabe 1.5 Wir betrachten {£1} zusammen versehen mit der {iblichen
Multiplikation von Zahlen als eine Gruppe. Sei n € N. Ziel dieser Aufgabe ist
es zu zeigen, dass es einen Gruppenhomomorphismus sign : S, — {£1} mit der
Eigenschaft gibt, dass sign(c) = —1 fiir jede Transposition o € S,.

(a) Sei f: R™ — R eine Funktion. Fiir o € S, sei o(f) : R® — R die Abbildung
gegeben durch

U(f)($1,$27 s 7‘7;71) = f(ma(l)axa(Q)a s 7*7:0'(71)) (('/11'17 s 7x'n) € Rn)

Zeigen Sie, dass

o(r(f)) =(oor)(f) (0,7 € 8n).
Losung: Es gilt

J(T(f))(x17"'7x ) T(f)(md(l)w' xa’(n)) = f(xa(T(l))w"xo‘(T(n)))

(0‘07’ )xl,...,xn).
(b) Betrachten Sie jetzt die Funktion

R =R, (21,...,2,) — H (x; — xj).

1<i<j<n



Zeigen Sie, dass o(f) = £ f fiir jedes o € S,,.
Losung: Wir definieren die Mengen

P={@,j):i,7€{l,...,n} mit i # j},
Po={(i,j):i,5 € {1,...,n} mit i < j}
Po={(i,j) :i,j € {1,...,n} miti > j}.

Es gilt
P=P,UP. und P.NP_=0.

Sei o € S,,. Weil o eine Bijektion {1,...,n} — {1,...,n} ist, ist o(i) # o(j),
wenn i # j und ist die Abbildung

S:P =P (i,§) — (0(i),0(j))

eine Bijektion. Fiir jedes (i,j) € P gilt, dass (i,j) € X(P;) genau dann, wenn
(4,9) ¢ 3(Py). Darum ist P, die disjunkte Vereinigung

Py ={(i,j) € Py : (i,5) € B(Pp)} U{(i,j) € Py : (5,1) € X(Py)}. (1)
Nach Definition gilt

flay,. ... zy) = H (x; — ) ((xl,...,xn)eR").
(4,7)€ P+
Es folgt, dass fir alle (z1,...,z,) € R™ gilt

O'(f)('rlv"wxn) = H (x(r(i) _xa(j)) = H (xk: _xl)

(i,5)EPy (o=t (k)01 (1)) Py

= I @-a=| J[ @-= I[I G-

(k,1)EX(Py) (k,)EX(Py) (k,1)EX(Py)
(k,)ePy (l,k)ePy
= H (T — 1) H (—D)(xpm — xp)
(k,1)eX(Py) (n,m)eX(Py)
(k,l)ePy (m,n)ePy

Wenn N, = [{(i,j) € Py : (j,i) € Z(P4)}|, dann folgt aus (1)

O-(.f)(xlv""'rn) = (_I)NU H (zk —ZCl) H (xm_xn)

(k,)EX(Py) (n,m)es(Py)
(k,l)ePy (m,n)ePy
= (=) ] (@i—az) = ()N far,.. @)
(4,7)EPy
Weil dies wahr ist fiir alle (z1,...,z,) € R", kénnen wir folgern, dass

o(f) = (-1 f.

(c) Definieren Sie sign : S,, — {£1} durch

o(f) =sign(o)f (0 € 5n).



Zeigen Sie, dass sign ein Gruppenhomomorphismus ist.
Lésung: Zu zeigen ist, dass sign(o o 7) = sign(o)sign(7) fiir alle 0,7 € S,,. Es
gilt

(0 o7)(f) =sign(ooT)f

Andererseits gilt nach (a)
(0or)(f) =0a(r(f)) = o(sign(r)f) = sign(r)o(f) = sign(o)sign(r) f.
Weil f nicht konstant gleich 0 ist, folgt sign(o o 7) = sign(o)sign(r).

(d) Zeigen Sie, dass sign(c) = —1 fiir jede Transposition o € S,,.
Lésung: Sei o eine Transposition. Seien k,1 € {1,...,n}, sodass k £ 1, o(k) =1,
o(l) =k und o(i) =4, falls i # k,l. Sei 7 € S,, gegeben durch

1 =k
2 =1
T: E —1 ,
[ =2
i =i (1#£1,2,k1)

falls £ # 2 und
1 =1

T:¢ L =1 ,
i =i (i#£L1
falls k = 2.
Dann ist og ;=700 o7 € S, die Transposition
1 —2
ag . 2 —1
i =i (i#£1,2)

Es gilt sign(og) = sign(7)?sign(c) = sign(c). Es reicht darum zu zeigen, dass
sign(og) = —1. Wenn 3 < i < j < n, dann

Too(1)Too(i) = L27Tiy  Log(2) Tog(i) = L1—Ti, WA Toy(i) =Ty (j) = Ti— ;-

Darum gilt
I @ow—zom)= I (@i—ay.
1<i<j<n 1<i<j<n
(i.3)A(1.2) (i.3)A(1.2)

Weil 251y — 25(2) = —1 + 12, folgt oo (f —f und damit sign(op) = —1.

) =
. . L 1 2 3 4
(e) Sei n = 4. Bestimmen Sie sign ({ 3 9 4 1 })

g 1
ign 3

2

2
. 12
= sign 1 9

Prisenzaufgabe 1.6 Zeigen Sie, dass n® — 4n teilbar ist durch 3 fiir alle n € Z.
Lésung: Wir betrachten den Ring Z/3Z. Es geniigt zu zeigen, dass in Z/3Z die
Identitéit [n® — 4n] = [0] fiir jedes n € Z gilt. Es gilt

[n* — dn] = [n°] = [4n] = [n]* — [4] - [n] = [2]° = [1] - [n] = [n]* — [m].

NN o o



Nun priift man entweder, dass [n]® = [n] fiir alle [n] € Z/37Z (dies ist ein Spezialfall
des kleinen Satzes von Fermat), oder man rechnet weiter

Weil entweder [n] = [0], oder [n] = [1] oder [n] = —[1], folgt, dass

fir alle n € Z.



