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5. Ubung - Lésungen

Prisenzaufgabe 5.1 Sei V = C? und sei U = span({(1,4,0),(2i,1,0)}) C V.
Bestimmen Sie Unterrdume W, sodass

(a) V=UaW.
Lésung: Sei W = span({(0,0,1)}). Wenn z,y, z € C, dann gilt

T — 21y —izr 4y

(1,4,0) +

(24,1,0) +2(0,0,1) = (2, y, 2).

Es folgt, dass V.= U + W. Wenn A, u,v € C und A(1,4,0) + (2¢,1,0) =
v(0,0,1), dann folgt

A+2ip=1, M+p=0 und v=0
und damit A = g = v. Es folgt, dass UNW = {O}. Darum gilt V=U & W.

(b) V =U + W, aber V nicht die direkte Summe von U und W ist.
Lésung: Sei W =V. Dann git U+ W =U+V =V und UNV =U # {0}.
Darum ist V nicht die direkte Summe von U und W.

(c) U+ W #£V.
Losung: Sei W = {O}. Dann gilt U+ W =U # V.

Prisenzaufgabe 5.2 Sei V = Cl[z] betrachtet als Vektorraum iiber K = C. Seien
V., und V_ gegeben durch

Vi = {p(z) € Clz] : p(~z) = £p(=)}.

Zeigen Sie, dass V = V. @ V_. Geben Sie eine Basis von V, und eine Basis von V_
an.

Lésung: Seien By = {z% : k € No} C V; und B_ = {2?**! : k € Ny} C V_. Sei
p(x) = > p_y cxz® € Clz]. Wenn p(z) € V4, dann

1 1 1 1 < 1<
p(z) = 5?(95) + ip(x) = 5]?(—% 5 kz_: ckxk + 3 kz_:lckxk
1 n
=3 Z M4+ 1)epa® Z cra® € span(By).
k=0 0<k<n
k gerade

Wenn p(z) € V_, dann

n

p<x>=§p<x>+§p<x>=—§p<—x>+1p<x> I chx
k=0

1 n
=5 Z —|—1 ckx Z cra® € span(B_).

=0 0<k<n
k ungerade



Es folgt, dass Vo = span(B4). Wenn n € N und ¢ = ¢1,...,¢, € C, sodass
p(x) = Yi_cka® das Nullpolynom ist, dann gilt deg (p(z)) = deg (0) = —oc.
Darum gilt ¢g = ¢; = -+ = ¢, = 0. Es folgt, dass By U B_ eine Menge von linear
unabhéangige Elemente ist. Darum ist auch B1 eine Menge von linear unabhéngige
Elemente und deshalbe eine Basis von V.

Prisenzaufgabe 5.3 Sei V := {p(z) € C[z] : deg(p(x)) < 2} und seien p;(z) =
224+ z+1, pa(z) =22 + 22 + 1, p3(z) = 3z + 1.

(a) Zeigen Sei, dass {p1(z),p2(z),ps3(x)} eine Basis von V ist.
Lésung: Seien c1, ca,c3 € C. Wenn c¢1p1 () + copa(z) + csps(z) das Nullpolynom
ist, dann gilt

(c1 4 c2)x? + (c1 + 2¢2 + 3c3)x + (c1 + 2 + ¢3)
=@ +r+ 1) +ea(x? +20+1)+c3(32 4+ 1)
= a1p1(x) + cop2(@) + caps () = 0.

Es folgt, dass
c1+c=0, c1+2c0+3c3=0 and c¢;+co+c3=0
und darum

C3 — (Cl+62+03)—(01 +C2) :0,
co = (1 + 2¢o + 3c3) — (¢1 + ¢2) — 3¢z =0,

61=(C1+62)—62=0.

Dies zeigt, dass p1(z),p2(z) und ps(z) linear unabhéngig sind.
Wenn dy, dy,ds € C, dann gilt

(—da — di + 3do)p1(x) + (2d2 + di — 3do)p2(x) + (do — d2)p3(z)
- ((—d2 —dy +3do) + (2da + dy — 3d0)>x2
+ ((—da — dy + 3do) +2(2d5 + dy — 3do) + 3(do — da) )=
+ ((—da = dy + 3do) + (2 + dy — 3do) + (do — d))
= dy2® + dix + do

Es folgt, dass Span({pl(x),pz(x)7p3(x)}) =V.
(b) Schreiben Sie 1, z, 22 als Linearkombinationen von p;(z), pa(x) und p3(z).
Lésung:
3p1(x) — 3pa(x) + p3(z) =1,
—p1(2) + pa2(z) = 2,
— p1(z) + 2po(x) — p3(z) = 22

(c) Schreiben Sie das Polynom ¢(z) = 522 — 10z — 97 als Linearkombination von

p1(z), p2(x) und p3(z).
Lésung:

—286p1 () + 291pa () — 102p3(x) = 5% — 102 — 97 = q(x).



