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13. Übung - Lösungen

Präsenzaufgabe 13.1 Bestimmen Sie eine Jordan Basis und die Jordan Normal-
form der Abbildung LA : Cn → Cn, v 7→ Av, falls

(a) n = 3 und A =

−1 −18 −4
0 7 0
4 10 7

.

Lösung (ohne Rechnung): B := {v1 = (−5, 2, 1), (−4, 0, 4), (1, 0, 0)} ist ein Jor-
danbasis. Die Jordan Normalform von LA ist

MB
B (LA) =

7 0 0
0 3 1
0 0 3



(b) n = 5 und A =


2 3 0 0 1
0 2 0 0 1
2 1 2 0 1
1 2 0 2 2
0 0 0 0 2

.

Lösung (ohne Rechnung):

B := {v1 = (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 6, 3, 0), (3, 0, 3, 3, 0), (1, 1, 1, 2, 0), (0, 0, 0, 0, 1)}

ist ein Jordanbasis. Die Jordan Normalform von LA ist

MB
B (LA) =


2 0 0 0 0
0 2 1 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 2 1
0 0 0 0 2


Präsenzaufgabe 13.2 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum über C. Eine
lineare Abbildung N : V → V heist nilpotent, falls es ein k ∈ N gibt, sodass
Nk = N ◦ N ◦ · · · ◦ N = 0 die Nullabbildung ist. Beweisen Sie, dass es zu jeder
linearen Abbildung F : V → V lineare Abbildungen D : V → V und N : V → V
gibt, sodass

� D diagonalisierbar ist

� N nilpotent ist

� F = D +N

� D und N kommutieren, d.h. D ◦N = N ◦D.

Lösung: Sei B eine Jordanbasis bezüglich F . Dann hat MB
B (F ) die Form

MB
B (F ) =


J1

J2
J3

. . .

Jn





wobei jedes

Ji =



λi 1 0 0 . . . 0
0 λi 1 0 . . . 0
0 0 λi 1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 λi 1
0 0 0 0 0 λi


ein Jordanblock zu einem Eigenwert λi ist. Seien

Di =



λi 0 0 0 . . . 0
0 λi 0 0 . . . 0
0 0 λi 0 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 λi 0
0 0 0 0 0 λi


und Ni =



0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0


Die Matrix Ni ist nilpotent und kommutiert mit der Diagonalmatrix Di. Weiter gilt
Ji = Di +Ni. Seien D : V → V und N : V → V die lineare Abbildungen gegeben
durch

MB
B (D) =


D1

D2

D3

. . .

Dn

 und MB
B (N) =


N1

N2

N3

. . .

Nn


Dann gilt MB

B (F ) = MB
B (D)+MB

B (N) = MB
B (D+N) und damit F = D+N . Weil

MB
B (D) diagonal ist, ist D diagonalisierbar. Da jedes Ni nilpotent ist, ist die Matrix

MB
B (N) nilpotent und damit ist N nilpotent. Weil Di und Ni für jedes i kommu-

tieren, kommutieren MB
B (D) und MB

B (N). Es folgt, dass D und N kommutieren.


