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1. Hausaufgabenblatt - Losungen

Hausaufgabe 1.1 Seien (S, @, %) ein Ring und X eine nichtleere Menge. Sei R =
{f : X — S} die Menge aller Abbildungen von X nach S. Wir definieren auf R eine
Addition und Multiplikation durch

(f+9)(x) = fl@)@g(z), (f-9)(x):=[f(z)*g(x) (g€ R xecX)

Zeigen Sie, dass (R, +, ) ein Ring ist.
Losung: Seien f,g,h € R. Weil & und x assoziativ sind, & kommutativ ist und das
Distributivgesetz in S erfiillt ist, gilt fiir jedes z € X

(f+ g+h))(93) fx)® (g +h)(x) = f(z) ® (9(z) ® h(x))
flz) ®g(x)) @ ()Z(f+9)() () ((f+9)+h)(x)
(f'(g'h))(iv)=f($)*(9'h)($)=f($) * (g(x) » h(x))
( z) * h(z ) ((f-g)' h)(x)
z) = (g+ f)(x)
+g (f(z) ® g(x)) * h(x)
= (f(z) *h(z)) ® (g(x) * h(z)) = (f-h)(x) ® (g-h)(z) = (f-h) + (g h))(z).

Es folgt, dass + und - assoziativ sind, + kommutativ ist und das Distributivgesetz
in R erfiillt ist. Seien 0,1 € S die neutrale Elementen fiir @ bzw. x. Die Abbildungen

0: X—S5 a0
1: X—-S5 zx—1

sind neutrale Elementen fiir + bzw. -. Weil 0 # 1, gilt 0 # 1. Wenn f € R, dann ist
die Abbildung
—f:X=S z-—f(x)

eine additive Inverse fiir f.

Hausaufgabe 1.2 Sei G = |J,cy{z € C: 2" = 1}. Zeigen Sie, dass G unter
Multiplikation komplexer Zahlen eine abelsche Gruppe bildet.
Lésung: Seien z1, z9 € G. Es gibt n1,ny € N, sodass z7* = 1 und 252 = 1. Es folgt,
dass

(2122)n1n2 _ Z;llngzglng _ (Z;n)nQ (Z;LQ)nl — 1m21™ — 1.

Darum gilt z1z5 € G. Die Multiplikation auf G ist assoziativ und kommutativ, da
die Multiplikation auf C assoziativ und kommutativ ist. Das neutrale Element 1 ist
enthalten in G, da 1! = 1. Wenn z € G und n € N erfiillt die Gleichung 2" = 1,
dann gilt

Darum gllt €qG.



Hausaufgabe 1.3 Betrachten Sie die Teilmenge G = {[1],[3],[7], [9]} des Rings
Z/207Z. Zeigen Sie, dass G unter Multiplikation in Z/20Z eine Gruppe bildet.
Lésung: Die Multiplikation auf Z/207Z ist assoziativ und kommutativ. Das neutrale
Element [1] ist enthalten in G. Weil [3][7] = [21] = [1] und [9][9] = [81] = [1], gilt
z~! € G fiir alle x € G. Es bleibt zu zeigen, dass zy € G fiir alle z,y € G gilt. Dies
ergibt sich aus den Berechnungen

B3] =1[9], []9]=[27=1[7, [7[7]=[49]=[9], [7][9]=[63]=[3].
4 6 | .
9 1 } in Sg als

Hausaufgabe 1.4 Schreiben Sie das Element [ é ; i (53

Komposition von Transpositionen.
Lésung: Es gilt

1234560123456_123456
6 2 3 4 5 1 5 2 3 1 6| |5 2 3 4 6 1
und
1234560123
1 4 3 2 5 6 1 3 2

Es folgt
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12345601234560123456012
6 2 3 4 5 1 5 2 3 41 6 1 4 3 2 5 6 1 3
_1234560123456_123456
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