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2. Hausaufgabenblatt - Losungen

Hausaufgabe 2.1 Seien (R, +,) und (S, ®, *) Ringe mit neutralen Elementen
e Or € R fiir die Addition + in R,
e 05 € S fiir die Addition & in S,
e 1r € R fiir die Multiplikation - in R,
e 1g € S fiir die Multiplikation x in S.
Sei R x S die Menge aller Paare (z,y) mit z € Rund y € S.
(a) Zeigen Sie, dass eine Ringstruktur auf R x S existiert, sodass die Abbildungen

RxS—R; (z,y)—u
RxS—S;, (r,ym—vy

Ringhomomorphismen sind. Beweisen, dass die von Thnen definierte Ringstruk-
tur R x S auch tatséchlich zu einem Ring macht.
Lésung: Fir 1,22 € R und y1,y2 € S definieren wir

(z1,y1)B (22, y2) == (x1+22,y10y2) und (21,y1)X(22,92) 1= (T1-72, y1xY2).

Seien x1,x2,x3 € R und y1,y2,y3 € S. Wegen Assoziativitidt von +, -, @ und ®
gilt

((ﬂ?hyl) B (l‘z’yz)) B (z3,y3) = (21 + 22,51 @ y2) B (23,y3)
= ((901 +22) + a3, (Y1 B Y2) B y3> = <x1 + (22 +23), 01 @ (2@ y3))
= (21,90) B (w2 + 23,52 @ 0) = (@2,92) B ((w2,02) B (23), )
((%“hyl) X (1‘2’?&)) X (x3,y3) = (21 22,51 @ y2) W (23,Y3)
= ((331 cx2) - a3, (Y1 ® Y2) ®y3) = (961 (w2 w3), 01 ® (Y2 ®y3))
= (@1,90) B (02 - 2,50 9 99) = (@1,1) B (@2, 2) B (23).95) ).

Es folgt, dass H und X assoziativ sind. Weil + und @ kommutativ sind, gilt
weiter

(z1,y1) B (z2,92) = (21 + 22,91 © y2) = (T2 + T1,¥2 D Y1) = (2, y2) B (21, 41).

Es folgt, dass H kommutativ ist. Aufgrund der Distributivgesetze von R und S
gilt weiterhin

(($17y1) s (fﬂzayz)) X (x3,y3) = (21 + 22,91 D y2) W (3, 93)
= ((301 +:c2)'xg,(y1®yg)®y3> = (331 - T3+ T2 T3, 'ys@y2®y3)

= (w1 w3,9130) B (22 20,02 @ 90) = ((@1,00) B (w3,9) ) B (2, 92) B0 (@3,95))-



Es folgt, dass B und X das Distributivgestetz erfiillen. Die Elemente (0g,0g)
und (1g, 1s) sind neutrale Elemente fiir B, bzw. XK. Weil Og # 1z und 0g # 1g
gilt (Ogr,0s) # (1g, lg). SchlieBlich, wenn (z,y) € R x S, dann ist (—z, —y) ein
inverses Element fiir (z,y) beziiglich B. Dies zeigt, dass (R x S, H, ) ein Ring
ist.

Wir definieren die Abbildungen
Tr:RxS—R;, (z,y)—x
g RxS—=S8; (z,y)—y.
Fiir alle 1,22 € R und y1,y2 € S gilt

FR((l‘hyl) H (3327?/2)) = 7TR($1 + 22,51 D y2)) =T + 22
ms((@1,y1) B (22,42)) = ms (@1 + 22,91 D y2)) = y1 + Y2
WR((fUl,yl) X ($27y2)) = 7TR(951 “ T2, Y1 ®y2)) =T T2
WS((xl,yl) X (fz,y2)) = 7TS(=T1 “Z2, Y1 ® y2)) =91 ® Ya.

Weil mr(1g,1s) = 1g and wg(1g,1lg) = 1g, folgt, dass g und mg Ringhomo-

morphismen sind.

Gibt es Ringe R und S, sodass R x S ein Korper ist?

Lésung: Nein. Fiir alle Ringe R, S gilt (0g,1s) X (1g,05) = (0g,0s). Die Ele-
mente (Og, 1g) und (1g,0g) sind daher Nullteiler. Kérper besitzen keine Null-
teiler ungleich Null.

Hausaufgabe 2.2 Seien m,n € N. Bestimmen sie ob m teilbar ist durch n, wobei

(a)

m = 47%%, n = 53.
Lésung: Da 53 eine Primzahl ist, gilt nach dem kleinen Satz von Fermat [z]°? =
[1]fiir jedes [z] € Z/53Z \ {[0]}. Darum gilt

[47)°° = [1][47]" = [47]" = [-6]" = [6]°[6] = [216][6] = [4][6] = [24].
Es folgt, dass 47°¢ nicht durch 53 teilbar ist.
m = 2131 43238 1 542 = 79,
Lésung: Da 79 prim ist, gilt [z]™® = [1] fiir alle [z] € Z/79Z \ {[0]}. Es folgt,
dass
[m] = [2]"%" + [3]°° + [5]** = [21° + [3]* + [5]**.
Weiter gilt
[2]'° = [2°[2]* = [64][16] = [~ 15][16] = [-240] = [-3]

und darum
[2°% = ([2]')*[2"°12)° = [-3]*[-3][2]° = [81][-3][8] = [2][~24] = [-48] = [31].
Wir berechnen

[5]° = [125] = [46], [5]* = [230) = [-7), [5]° = [-7]* = [49] = [-30]

[5]'° = [-30]* = [900] = [31], [5]** = [31]* = [961] = [13]

[51° = [5]*[5]° = [-30][13] = [-390] = [-74] = [5].
Es folgt, dass [5]*2 = [5]%°[5]2 = [5]® = [46]. Wir schlieBen daraus, dass

[m] = (2] + [3]* + [5]** = [31] + [81] + [46] = [31] + [2] + [-33] = [0]

und damit, dass m teilbar durch 79 ist.



Hausaufgabe 2.3 Bestimmen Sie ¢(x),r(z) € R[z], sodass
f(x) = q(x)g(z) + r(z) und deg(r(z)) < deg(g(x)),
wobei f(x),g(x) € R[z] gegeben werden durch

(a) f(z) =627 —2* — 322 + 1 und g(z) = 222 - 3,
Losung: Es gilt

flz) =627 —a* —32% +1
=32° (202 —3) + 92° —2* — 322 + 1

2
=32°(22% - 3) + gx3(2x2 —3) -t + ;m?’ — 322 +1

9 1 27 9
=32°(22% - 3) + §x3(2x2 -3)— 5:52(23:2 -3)+ ?x?’ - 5302 +1
9 1 27 9 81
= 32°(22% — 3) + §$3(2{L‘2 -3)— §£U2(21L'2 —-3)+ Z;v(2x2 -3)— 5:102 + 7 +1
9 1 27 9 81
= 32°(20% — 3) + 53:3(2;8 —3) - 5952(23:2 —3)+ Z;E(2gc2 —3)— Z(2;32 —3)+ i
9 1 27 9 81 23

Darum gilt f(x) = q(x)g(x) + r(x), mit ¢(z) = 32° + J2° — 2 + Zw — § und
r(z) = 8lo — 22, Es gilt deg(r(z)) = 1 < 2 = deg(g(x)).

(b) f(z) =52% + 2% und g(x) = z + 2.
Lésung: Es gilt
f(z) =528 + 23
=5z (x +2) — 102" + 23
=527 (x +2) — 102%(x + 2) + 202° + 2°
=527 (2 +2) — 102%(x + 2) + 202° (2 + 2) — 4025 + 23
=527 (2 + 2) — 1025 (z + 2) + 202° (z 4 2) — 40z (z + 2) + 80z* + 23
( ) 6 ) (z +2) — 402*(z + 2) + 802°(x + 2) — 15923
( ) 5( ) (z +2) — 402 (z + 2) + 802> (x + 2) — 15922 (z + 2)

T
=527 (x +2) — 102°%(x + 2) + 202° (=
=52"(z +2) — 102°(z + 2) + 202° (=
+ 31822

=527 (2 +2) — 102%(x + 2) + 202° (2 + 2) — 402* (z + 2) + 802> (z + 2) — 15922 (2 + 2)
+ 318z(z + 2) — 636z

=527 (x +2) — 102%(x + 2) + 202°(x + 2) — 402" (x + 2) + 8023 (z + 2) — 15927 (= + 2)
+ 318z (x + 2) — 636(z + 2) + 1272

= (527 — 102° + 202° — 402" + 80z® — 15927 + 318z — 636) (z + 2) + 1272.
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Darum gilt f(z) = q(z)g(z) + r(z), mit
q(z) = 52" —102° +202° —402* +-802% —1592° + 3182 —636 und r(x) = 1272.

Es gilt deg(r(z)) = 0 < 1 = deg(g(z)).
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