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4. Hausaufgabenblatt - Losungen

Hausaufgabe 4.1 Sei V der reelle Vektorraum aller Funktionen R — R. Zeigen

Sie, dass
¢o:R—=R, zm—e”+uz,
X:R—>R, z—e"—uz,
Pp:R—=R, x> a2
n:R—->R, x ze
§:R—R, z— z2e”

linear unabhéngig in V sind.
Liosung: Seien c1, ¢, ¢3, ¢4, 5 € R und nehme an, dass ¢1¢ + cax + c3¥ + c4n + ¢50
die Nullfunktion R — R, = + 0 ist. Es gilt
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Es folgt, dass c1¢(x) + cox(x) + can(z) = 0 fiir alle x € R. Fiir z = 0, folgt
1+ ca = 19(0) + c2x(0) + can(0) =0

Weil ¢ = x" und ¢; + co =0, ist cu)” = c1¢” + cox” + can”’ = (clq§+02x+ 0477)//
die Nullfunktion. Es gilt " (z) = xze® 4+ 2¢* und darum 7n”(0) = 2. Es folgt, dass
¢y = 0. Jetzt ist c1¢ + cox die Nullfunktion. Weil ¢; 4+ ¢o = 0, folgt

(c1 —ca)x = (c1+c2)e” + (1 — e2)x = c1(x) + cax(z) =0 (z € R).

Insbesondere folgt fiir x = 1, dass ¢; — ¢co = 0. Damit haben wir bewiesen, dass
c1 =co =c3 =cq4 = c5 = 0. Es folgt, dass ¢, x,%,n und 0 linear unabhéngig sind.

Hausaufgabe 4.2 Gegeben seien im R* die Vektoren
U1 = (37 27 17 0)7

(a) Zeigen Sie, dass
V4 = V3 — V2, 1}5:21}2, Vg — V1 — VUg.
Lésung: Es gilt

vz —vg = (0,3,4,0) — (—1,2,3,—1) = (1,1,1,1) = vy,
U5 = (7274767 72) - 2(7172733 71) = 2vg,
V1 — U2 = (3727 1a0) - (_152737 _1) = (4707 _27 1) = Us-

(b) Bestimmen Sie eine Basis B von V = span({v; : 1 < j < 6}) mit
B¢ {v;:1<j<6}.

Losung: Wir behaupten, dass v1,ve und vs linear unabhéngig sind. Um dies zu
beweisen, seien ¢y, co, c3 € R und nehme an, dass civ1 + covs + c3ve = O. Dann
gilt

3c1 —ca =0

2¢1 + 2¢co 4+ 3c3 =0

c1+3co+4e3 =0

—cy =0

Aus der letzten Gleichung erhalten wir ¢ = 0. Die erste Gleichung ergibt dann
c1 = 0. Da ¢; = ¢o = 0 ist, zeigt die zweite Gleichung, dass c¢3 = 0. Dies zeigt,
dass v1, v2 und vs linear unabhéngig sind.

Wenn w € span({v1, ve,v3}), dann sind vy, va, v3, w linear abhiéngig. Um dies zu
zeigen, seien ¢y, co, c3 € R so, dass w = cqv1 +cav2 +c3v3. Dann gilt cyvy +cove +
csvs + (—1)w = O. Weil —1 #£ 0, folgt, dass vy, vs,v3, w linear abhéngig sind.
Aus (a) folgt, das {v1,v2,v3} eine maximale Teilmenge von linear unabhingige
Vektoren und damit eine Basis von V ist. Darum gilt dim(V) = 3. Es folgt,
dass jede Teilmenge von 3 linear unabhéngige Vektoren eine Basis von V ist.

Weil vq,v9,v3 linear unabhéngig sind, sind auch 2vq,vs,v3 linear unabhéngig.
Die Menge {2v1,v2,v3} ist damit eine Basis. Es gilt 2v; # v; fir alle 1 <5 <6
und darum ist {2v1, v, vs} nicht in {v; : 1 < j < 6} enhalten.



(c) Bestimmen Sie alle méglichen Teilmengen B C {v; : 1 < j < 6}, sodass B eine
Basis von V ist.
Lésung: Weil dim(V) = 3, besitzt jede Basis von V genau 3 Elemente. Sei
B C {v; :1<j <6} mit |B|] = 3. B ist genau dann eine Basis, wenn die
Elemente von B linear unabhéngig sind. Es gibt (g) = 20 Teilmengen B von
{v1, v2,v3,v4,v6} mit |B| = 3. Weil vy, v2,vs linear unabhéngig sind, folgt nach
(a), dass

o vy ¢ span({v1, v2}),

® U4 ¢ Span({vhvi’)})a

e g ¢ span({vy,vs}),

e vg ¢ span({va,v3}),

e vy ¢ span({vy,vs}) = span({vy,va}),

o vy ¢ span({vz, ve}) = span({vy, v2}),

( )

e vg ¢ span({vs,vs}) = span({vs,vs}).

Darum sind

1. B ={vy,v2,v3},
2. B={v1,v2,v4},
3. B={v1,vs,v4},
4. B={vy,v3,v6},
5. B ={v1,v4,v6},
6. B ={v2,v3,06},
7. B ={vq,v4,v6},
8. B = {vs,vq,v6}

Basen. Nach (a) sind

9. B= {1]2,’[}3,’04},
10. B= {U1>U27UG}

keine Basen.
Weil vs = 2v,, folgt aus den Féllen 1, 2, 6, 7, 9 und 10, dass

11. B= {’1}1,’057’03}7
12. B = {vy,vs5,v4},
13. B = {1}5,’03,1)6},
14. B = {vs,v4,v6},
Basen sind und
15. B = {vs,v3, 04},
16. B = {111,1}5,’05}
keine Basen sind. Wenn vo, v5 € B dann ist B keine Base. Darum sind
17. B= {111,1}2,’05},
18. B= {U27U37U5}7
].9 B = {’1)2,1)4,1)5},
20. B= {U27'U57UG}



keine Basen.

Hausaufgabe 4.3 Seien m,n € N. Sei V' ein Vektorraum iiber einem Koérper K.
Nehmen Sie an, dass dim(V') = n und |K| = m. Zeigen Sie, dass

V] =m".

Lésung: Weil dim(V) = n gibt es eine Basis von V mit genau n Elemente. Sei

{v1,...,v,} eine Basis. Da jedes v € V eindeutig als Linearkombination v =
> i1 ¢jvj, mit ¢1,..., ¢, € K, geschrieben werden kann, gilt

[VI=H{(c1y. o sen)ic1y..oy0n € K} = |K"| = |K|".

Wenn |K| = m, dann folgt |V| = m™.

Abgabe der Hausaufgaben bis zum Sonntag den 19.05.2024, 23.59 Uhr in Panda.



