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9. Hausaufgabenblatt - Lösungen

Hausaufgabe 9.1 Sei K ein Körper und sei

A = (ai,j)1≤i≤n
1≤j≤n

∈ Matn,n(K).

Zeigen Sie, dass A genau dann invertierbar ist, wenn die Zeilenvektoren

Ai = (ai,1, ai,2, . . . , ai,n)

für 1 ≤ i ≤ n linear unabhängig sind.

Lösung: Nach Präsenzaufgabe 9.1 ist eine Matrix B genau dann invertierbar, wenn
die Spaltenvektoren von B linear unabängig sind. Weiter sind die Zeilenvektoren von
A genau die Spaltenvektoren von tA. Die folgenden Aussagen sind darum äquivalent

1. A ist invertierbar.

2. tA ist invertierbar.

3. Die Spaltenvektoren von tA sind linear unabhängig.

4. Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhängig.

Hausaufgabe 9.2 Sei A ∈ Matm,n(R) und sei LA : Rn → Rm die lineare Abbil-
dung x 7→ Ax. Bestimmen Sie Basen von Ker(LA) und Im(LA), falls

(a) m = 2, n = 3 und A =

(
1 2 3
4 5 6

)
.

Lösung:

Ker(LA) = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ 2y + 3z = 0 und 4x+ 5y + 6z = 0}
= {(x, y, z) ∈ R3 : x− z = 0 und y + 2z = 0}
= span{(1,−2, 1)}

Im(LA) = {Av ∈ R2 : v ∈ R3} = span{Ae1, Ae2, Ae3} = span{(1, 4), (2, 5), (3, 6)}

Da (1, 4) und (2, 5) linear unabängig sind und dim(R2) = 2, folgt Im(LA) = R2.
Die Menge {(1,−2, 1)} ist eine Basis von Ker(LA) und {e1, e2} ist eine Basis
von Im(LA).

(b) m = 4, n = 5 und A =


0 1 0 1 1
1 0 0 1 0
0 0 1 1 1
1 0 0 1 0

.



Lösung:

Ker(LA) = {(x, y, z, u, v) ∈ R5 : y + u+ v = 0, x+ u = 0 und z + u+ v = 0}
= {(s, s+ t, s+ t,−s,−t) : s, t ∈ R}
= span{(1, 1, 1,−1, 0), (0, 1, 1, 0,−1)}

Im(LA) = {Av ∈ R4 : v ∈ R5} = span
{
Aej : j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}

}
= span{(0, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 0)}
= span{(0, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0)}

Die Menge {(1, 1, 1,−1, 0), (0, 1, 1, 0,−1)} ist eine Basis von Ker(LA) und die
Menge {(0, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0)} ist eine Basis von Im(LA).

Hausaufgabe 9.3 Seien V und W Vektorräume über einem Körper K und sei
f : V → W eine lineare Abbildung. Sei U ein Unterraum von W .

(a) Zeigen Sie, dass das Urbild f−1(U) von U unter f ein Unterraum von V ist.
Lösung: Da f(OV ) = OW ∈ U gilt OV ∈ f−1(U). Wenn x, y ∈ f−1(U), dann
f(x), f(y) ∈ U . Weil U ein Unterraum und f linear ist, gilt f(x+ y) = f(x) +
f(y) ∈ U . Es folgt x + y ∈ f−1(U). Wenn x ∈ f−1(U) und λ ∈ K, dann
f(x) ∈ U und darum f(λx) = λf(x) ∈ U . Es folgt λx ∈ f−1(U). Dies zeigt,
dass f−1(U) ein Unterraum von V ist.

(b) Zeigen Sie, dass Ker(f) ⊆ f−1(U).
Lösung: Ein Element x ∈ V ist genau dann enthalten in Ker(f), wenn f(x) =
OW . Weil OW ∈ U , folgt x ∈ f−1(U) für alle x ∈ Ker(f).

(c) Zeigen Sie, dass dim
(
f−1(U)

)
= dim

(
U ∩ Im(f)

)
+ dim

(
Ker(f)

)
.

Lösung: Wenn X,Y endlich dimensionale Vektorräume über K sind und ϕ :
X → Y linear ist, dann gilt

dim(X) = dim
(
Ker(ϕ)

)
+ dim

(
Im(ϕ)

)
Wir betrachten jetzt X = f−1(U), Y = W und ϕ : f−1(U) → W , x 7→ f(x).
Dann gilt

Im(ϕ) = f(f−1(U)) = U ∩ Im(f)

und Ker(ϕ) = Ker(f). Es folgt

dim
(
f−1(U)

)
= dim

(
U ∩ Im(f)

)
+ dim

(
Ker(f)

)
.


