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10. Hausaufgabenblatt - Lösungen

Hausaufgabe 10.1 SeiK ein Körper sowieA = {a1, . . . , an} und B = {b1, . . . , bn}
Basen von Kn. Wir definieren die folgenden Matrizen, indem wir die Basisvektoren
als Spalten einsetzen:

A =

 | | |
a1 · · · an
| | |

 und B =

 | | |
b1 · · · bn
| | |

 .

(a) Zeigen Sie, dass für die Basiswechselmatrix gilt:

MB
A(id) = A−1B.

Lösung: Sei E die standard Basis von Kn. Dann gilt

MA
E (id) = A und MB

E (id) = B.

Es folgt, dass

MB
A(id) = ME

A(id)M
B
E (id) = MA

E (id)−1MB
E (id) = A−1B.

(b) Bestimmen Sie MB
A(id), falls K = R, n = 3 und

A =

1 2 3
2 3 1
1 1 1

 und B =

3 2 1
4 1 1
2 1 2


Lösung: Es gilt

A−1 =
1

3

−2 −1 7
1 2 −5
1 −1 1


und damit

MB
A(id) = A−1B =

1

3

4 2 11
1 −1 −7
1 2 2

 .

Hausaufgabe 10.2

(a) Sei V der Vektorraum der (2 × 2)–Matrizen über R. Bestimmen Sie die Dar-
stellungsmatrix MB

B (g) von

g : V → V, A 7→ tA+

(
1 −1
1 0

)
·A

bezüglich der Basis

B =

{
v1 =

(
1 0
0 1

)
, v2 =

(
0 0
0 −1

)
, v3 =

(
0 −2
−1 0

)
, v4 =

(
0 1
0 0

)}
.



Lösung: Wenn a, b, c, d ∈ R, dann

g

(
a b
c d

)
=

(
a c
b d

)
+

(
a− c b− d
a b

)
=

(
2a− c b+ c− d
a+ b b+ d

)
= (2a− c)v1 + (2a− b− c− d)v2 + (−a− b)v3 + (−2a− b+ c− d)v4.

Darum

g(v1) = 2v1 + v2 − v3 − 3v4,

g(v2) = v2 + v4,

g(v3) = v1 + 3v2 + 2v3 + v4,

g(v4) = −v2 − v3 − v4.

Es folgt

MB
B (g) =


2 0 1 0
1 1 3 −1
−1 0 2 −1
−3 1 1 −1


(b) Bestimmen Sie alle Matrizen A mit g(A) = B, wobei

B =

(
3 −3
−1 −2

)
.

Lösung:Es gilt
B = 3v1 + 5v2 + v3 − v4

Das system von lineare Gleichungen

2x+ z = 3

x+ y + 3z − u = 5

−x+ 2z − u = 1

−3x+ y + z − u = −1

ist äquivalent zu

x = −1

5
u+ 1

y = 1

z =
2

5
u+ 1

Die Lösungsmenge der Gleichung g(A) = B ist darum{
xv1 + yv2 + zv3 + uv4 : u ∈ R, x = −1

5
u+ 1, y = 1, z =

2

5
u+ 1

}
=

{(
−1

5
u+ 1

)
v1 + v2 +

(
2

5
u+ 1

)
v3 + uv4 : u ∈ R

}
=

{(
− 1

5u+ 1 1
5u− 2

− 2
5u− 1 − 1

5u

)
: u ∈ R

}
=

{(
−u+ 1 u− 2
−2u− 1 −u

)
: u ∈ R

}
.


