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11. Hausaufgabenblatt - Lösungen

Hausaufgabe 11.1 Bestimmen Sie die Determinanten der Matrizen

A =

 i 2 −1
3 1 + i 2

−2i 1 4− i

 und B =


1 0 −2 3
−3 i 1 2
0 4 −1 1
2 3 0 1

 .

Lösung: Es gilt

det(A) = det

 i 2 −1
3 1 + i 2

−2i 1 4− i

 = det

i 2 −1
3 1 + i 2
0 5 2− i


= idet

1 −2i i
0 1 + 7i 2− 3i
0 5 2− i

 = i det

(
1 + 7i 2− 3i

5 2− i

)
= i

(
(1 + 7i)(2− i)− 5(2− 3i)

)
= −28− i

und

det(B) = det


1 0 −2 3
−3 i 1 2
0 4 −1 1
2 3 0 1

 = det


1 0 −2 3
0 i −5 11
0 4 −1 1
0 3 4 −5

 = det

i −5 11
4 −1 1
3 4 −5


= idet

(
−1 1
4 −5

)
− (−5) det

(
4 1
3 −5

)
+ 11det

(
4 −1
3 4

)
= i− 115 + 209 = 94 + i.

Hausaufgabe 11.2 Sei s ∈ R. Bestimmen Sie die Determinante der Matrix

A(s) =

−1 3 1− s
4 −2 + s 1
0 2 5

 .

Für welche s ∈ R ist die Matrix A(s) invertierbar?
Lösung: Es gilt

det(A(s)) = A(s) = det

−1 3 1− s
0 10 + s 5− 4s
0 2 5

 = −det

(
10 + s 5− 4s

2 5

)
= −40−13s.

Die Matrix A(s) ist genau dann invertierbar, wenn det(A(s)) ̸= 0, d.h. wenn s ̸=
− 40

13 .

Hausaufgabe 11.3 Sei n ∈ N. Für eine Matrix A = (ai,j)1≤i≤n
1≤j≤n

∈ Matn,n(C) sei

A := (ai,j)1≤i≤n
1≤j≤n

und A† := t(A).



Eine Matrix A ∈ Matn,n(C) heißt unitär falls, sie invertierbar ist und A−1 = A†

gilt. Eine Matrix A ∈ Matn,n(C) heißt hermitesch, wenn A† = A. Beweisen Sie die
folgenden Behauptungen.

(a) det(A) = det(A) für alle A ∈ Matn,n(C).
Lösung: Es gilt

det(A) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)

n∏
j=1

aj,σ(j) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)

n∏
j=1

aj,σ(j) = det(A).

(b) |det(A)| = 1 für alle unitäre Matrizen A ∈ Matn,n(C).
Lösung: Es gilt

|det(A)| =
√
det(A)det(A) =

√
det(A) det(A) =

√
det(A) det(tA)

=
√

det(A) det(A†) =
√

det(AA†) =
√
det(In) = 1.

(c) det(A) ∈ R für alle hermitesche Matrizen A ∈ Matn,n(C).
Lösung: Da

det(A) det(A) = det(tA) = det(A†) = det(A),

ist det(A) reell.

(d) SL(n,C) :=
{
A ∈ Matn,n(C) : det(A) = 1

}
ist zusammen mit Matrixmultpli-

kation eine Gruppe.
Lösung: Matrixmultiplikation ist assoziativ. Weiter gilt

det(AB) = det(A) det(B) = 1 · 1 = 1
(
A,B ∈ SL(n,C)

)
und darum ist AB ∈ SL(n,C) für alle A,B ∈ SL(n,C). Die Identitätsmatrix
hat Determinante gleich 1 und darum In ∈ SL(n,C). Beachte, dass für alle
A ∈ SL(n,C) die Identität AIn = InA = A gilt. Wenn A ∈ SL(n,C), dann
det(A) = 1 ̸= 0 und darum ist A invertierbar. Es gilt

det(A−1) = det(A−1) det(A) = det(A−1A) = det(In) = 1

und darum A−1 ∈ SL(n,C). Daraus folgt, dass SL(n,C) eine Gruppe ist.

(e) SU(n) :=
{
A ∈ SL(n,C) : A ist unitär

}
ist eine Untergruppe von SL(n,C).

Lösung: Für alle A,B ∈ Matn,n(C)gilt

(AB)† = t(AB) = t(AB) = t(B)t(A) = B†A†. (1)

Wenn A,B ∈ SU(n), dann

(AB)† = B†A† = B−1A−1 = (AB)−1

und damit AB ∈ SU(n). Wenn A ∈ Matn,n(C) invertierbar ist, dann folgt aus
(1), dass A† invertierbar ist und

(A†)−1 = (A−1)†.

Wenn A ∈ SU(n), dann

(A−1)† = (A†)−1 = (A−1)−1.

Es folgt, dass A−1 ∈ SU(n). Dies zeigt, dass SU(n) eine Untergruppe von
SL(n,C) ist.


