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Aufgabe 1: (15 Punkte)
Bestimmen Sie alle Losungen z € C* des Gleichungssystems

T1+ 29+ 3x3—2x4 =0
T+ xo+ax3+x4=1
T — 209+ 213 —x4 =1
3r1+ 513 — x4 =2

Aufgabe 2: (15 Punkte)
Beweisen oder widerlegen Sie folgenden Aussagen.

(a) (5 P.) Sei V ein 5-dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K. Dann existiert eine
lineare Abbildung ¢ : V — K, sodass der Kern von ¢ Dimension gleich 3 hat.

(b) (5 P.) Sei n € N. Fiir alle Matrizen A € Mat,, ,(R) gilt, dass tr(A'A) > 0.

(¢) (5 P.) Betrachte R™ versechen mit dem standard Skalarprodukt
() RPXR" =R, (x,y)— (z,y) = ijyj
j=1

Sein € N und sei A : R — R" eine lineare Abbildung. Wenn V' C R" ein Unterraum
mit A(V) C V ist, dann gilt A(V+) C V*E,

Aufgabe 3: (70 Punkte)
Wir betrachten Matyo(C) als den Vektorraum dber dem Kdrper der reellen Zahlen R. Wir
schreiben A" = A fiir das hermitesche Konjugat von A, d.h.
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Sei V = {A € Matgjg((C) . tI‘(A) = 0, AT = A}

(a) (6 P.) Zeigen Sie, dass V ein (reeller) Unterraum von Mats o(C) ist.

. 0 1 0 —i 1 0
Seien oy = L o) 2= o und o3 = 0 —1)



(b) (5 P.) Zeigen Sie, dass B = {01, 02,03} eine Basis von V ist.
(c) (6 P.) Bestimmen Sie einen (reellen) Unterraum W von Mat, 2 (C), sodass

Matgvg(C) =W S5 V.

(d) (3 P.) Was ist die Dimension von W?

(e) (5 P.) Bestimmen Sie alle A € V, sodass die Abbildung L, : C* — C? & — Az nicht
injektiv ist.

(f) (6 P.) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren von L, : C* — C? z +— oyz.

(g) (5 P.) Sei U € Maty(C), sodass UT = U~!. Zeigen Sie, dass UAUT € V fiir alle A € V.

Wir definieren die lineare Abbildung ¢ : R®* — V; x — 2,01 + 2905 + x303. Fiir U €
Mats o(C) mit UT = U~! definieren wir weiter die Abbildung

Ty:V—=YV, A—=UAU'

Sie diirfen annehmen, dass Ty linear ist.

(h) (6 P.) Zeigen Sie, dass es fiir jedes U € Matys(C) mit UT = U~! genau ein M €
Mats 3(R) gibt, sodass ¢(Mz) = Up(z)UT fiir alle z € R®. Beweisen Sie weiter, dass M
die Darstellungsmatrix ME(Ty) ist.
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(i) (5 P.) Zeigen Sie, dass \f \f = \f ‘f .
V2 V2 V2 V2

(j) (13 P.) Bestimmen Sie eine Matrix M € Mat; 3(R), sodass

Sk
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S(0M) = (f f) @ (f )
fiir alle x € R3.

(k) (5 P.) Sei (-,-) das standard Skalarprodukt auf R?, d.h.

(z,y) = 2191 + Taya + T3Yy3 (z,y € R?).
Beweisen Sie, dass det (¢(z)) = —(z, z) fiir alle z € R®.

(1) (5 P.) Beweisen Sie, dass (z,y) = —1 det (¢p(z +y)) + 1 det (¢(z)) + 3 det (¢(y)) fiir alle
r,y € R3.



