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Aufgabe 1: (56 Punkte)

Sei V = {p(x) ∈ C[x] : deg
(
p(x)

)
≤ 5, p(0) = 0}

(a) Zeigen Sie, dass V ein Vektorraum über C ist. (3 Punkte)

(b) Geben Sie eine Basis von V an. Was ist die Dimension von V . (3 Punkte)

(c) Sei U = {p(x) ∈ C[x] : deg
(
p(x)

)
≤ 5 und p(−x) = −p(x)}. Zeigen Sie, dass U ein

Unterraum von V ist. (3 Punkte)

(d) Zeigen Sie, dass B = {p1(x) = x5 + x3 + x, p2(x) = 2x3 − 5x, p3(x) = x} eine Basis von
U ist. Was ist die Dimension von U? (5 Punkte)

(e) Bestimmen Sie einen Unterraum W von V , sodass V = U ⊕W . Was ist die Dimension
von W? (4 Punkte)

(f) Sei ϕ : C[x] → C[x], p(x) 7→ xp′(x). Zeigen Sie, dass ϕ linear ist. Zeigen Sie weiter, dass
ϕ(V ) ⊆ V und ϕ(U) ⊆ U . (6 Punkte)

(g) Sei ψ : U → U die Einschränkung von ϕ auf U , d.h. ψ : U → U , p(x) 7→ ϕ
(
p(x)

)
. Zeigen

Sie, dass

MB
B (ψ) =

 5 0 0
−1 3 0
−9 10 1

 .

(6 Punkte)

(h) Berechnen Sie die Determinante von ψ. (2 Punkte)

(i) Ist ψ injektiv, surjektiv oder bijektiv? (3 Punkte)

(j) Bestimmen Sie die Eigenwerte und zugehörigen Eigenräume von ψ. (8 Punkte)

(k) Ist ψ diagonalisierbar? (2 Punkte)

(l) Sei X der Vektorraum X := {p(x) ∈ C[x] : deg
(
p(x)

)
≤ 4} über C. Zeigen Sie dass

f : X → V, p(x) 7→ xp(x)

ein linearer Isomorphismus ist. (3 Punkte)

(m) Sei

C = {q1(x) = 1, q2(x) = x, q3(x) = x2, q4(x) = x3, q5(x) = x4}
D = {p1(x) = x5, p2(x) = x4 + x, p3(x) = x3 − x4, p4 = 2x2, p5(x) = x+ x2}.

Sie dürfen annehmen, dass C eine Basis von X und D ein Basis von V ist. Bestimmen
Sie die Matrizen MC

B(f) und M
B
C (f

−1). (8 Punkte)











Aufgabe 2: (15 Punkte)

Bestimmen Sie alle Lösungen x ∈ R4 des Gleichungssystems

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0

5x1 + 6x2 + 7x3 + 8x4 = 1

9x1 + 10x2 + 11x3 + 12x4 = 2

x1 + x3 = 0





Aufgabe 3: (10 Punkte)

Bestimmen Sie all s ∈ R, sodass

A(s) :=


2 0 3 0
1 2s− 2 0 s
0 s− 1 1 s
3 1 0 2


invertierbar ist.





Aufgabe 4: (19 Punkte)

Beweisen oder widerlegen Sie folgenden Aussagen.

(a) Sei V ein Vektorraum und U1 und U2 Unterräume von V . Dann ist U1 ∪U2 ebenfalls ein
Unterraum von V . (6 Punkte)

(b) Sei n ∈ N ungerade und sei A ∈ Matn,n(R) mit tA = −A. Dann ist det(A) = 0.
(7 Punkte)

(c) Seien n,m ∈ N mit n > m. Dann ist keine lineare Abbildung f : Rn → Rm injektiv.
(6 Punkte)




