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6. Hausaufgabenblatt - Losungen

Hausaufgabe 6.1 Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Paaren von Vektorrdume
V iiber R und Teilmengen U von V', ob U ein Unterraum von V ist und bestimmen
Sie gegebenenfals eine Basis und die Dimension von U.

(a) V =Mat, ,(R), U={A €V : A ist antisymmetrisch}
Lésung: U ist ein Unterraum:

e OecU
e Wenn X,Y € U, dann gilt

X+Y)='"X+"Y=-X-Y=—(X+Y).

Darum gilt X +Y € U.
e Wenn X € U und X € R, dann gilt

FAX) = N'X = -)X.
Darum gilt AX € U.

Fir 1 <i4,j <nsei E;; € M, ,(R) die Matrix, bei der der Matrixkoeffizient
in Zeile 7 und Spalte j gleich 1 ist und alle anderen Matrixkoeflizienten gleich
0 sind. Dann ist B = {E;; : 1 < 4,5 < n} eine Basis von Mat, ,(R). Wenn

X = (25 5)1<i<n € Mat, »(R), dann gilt genau dann X € U, wenn z,;; = —xj;
1<j<n
fur alle 1 <4,j <n. Fir X = (2;,j)1<i<n € U folgt
1<5<n
X = Z xi,jEi,j
1<i<j<n
= D (B +25E))
1<i<j<n
= Y (@B —wiE)
1<i<j<n
= > wiy(Biy— Ej)
1<i<j<n

Dies zeigt, dass U = span({E; ; — E;; : 1 <i < j < n}). Wenn ¢; ; € R fiir
1<i<j<nund Zl§i<j§n Ci,j<Ei,j — Ej,i) =0

E ¢ b — E ¢k =0.
1<i<j<n 1<j<i<n

Weil B eine Basis von Mat,, ,,(R) ist, folgt dass alle ¢; ; gleich 0 sind. Dies zeigt,
dass {E;; — Ej; : 1 <1< j < n} eine Basis von U ist. Es gilt

n(n — 1).

dim(U) = [{(1,/) : 1 S i <j<m}f= ——



D) V=RYU={zeV:x =223}
Lésung: U ist ein Unterraum
e OcU

e Wenn z,y € U, dann (x +y)1 = 21 + 41 = 225 + 2y3 = 2(x + y)3 und
darum z +y € U.

e Wenn z € U und X € R, dann (Az); = Az; = A\2z3 = 2(Az)s und darum
Az eU.

Wenn z € U, dann x7 = 223, und darum

x = (2¢,b,¢,d) = b(0,1,0,0) + ¢(2,0,1,0) + d(0,0,0,1)

fiir bestimmte b, ¢, d € R. Es folgt, dass U = span({(0, 1,0,0), (2,0, 1,0), (0,0,0,1)}).

Wenn b, ¢, d € Rund b(0,1,0,0)4¢(2,0,1,0)+d(0,0,0,1) = O, dann (2¢, b, ¢,d) =
(0,0,0,0) und damit b = ¢ = d = 0. Die Menge {(0, 1,0,0), (2,0,1,0),(0,0,0,1)}
ist deshalbe eine Basis von U.

() V=R, U={zeV:23-23=0}
Lésung: U is kein Unterraum: (1,1,0,0), (1,—1,0,0) € U, aber

(17 17070) + (]-7 _17070) = (2707070) ¢ U.

Hausaufgabe 6.2 Sei K ein Korper und n € N. Zeigen Sie, dass
U = {A € Mat,, ,(K) : A ist eine obere Dreiecksmatrix}

ein Unterring von Mat,, ,, (K) ist.

Losung: Wenn X = (z; j)1<i<n € Mat,, ,,(K), dann gilt genau dann X € U, wenn
1<j<n
x;; = 0 fiir alle 1 < j < 4 < n. Die Einheitsmatrix I,, besitzt diese Eigenschaft

und darum I,, € U. Fiir alle X = (z;;)1<i<n, Y = (¥i,j)1<i<n € U folgt fiir alle
1<55<n 1<5<n
1<j<i<n

(X—FY)%] = T4, +yi7j =04+0= 0,

n
(XY)ij =D @ikhj = D TirYj =0
k=1 i<k<j

Die letzte Summe ist gleich 0 weil ¢ > j. Es folgt, dass X + Y, XY € U. Wenn
X = (xi,)1<i<n, dann gilt (=X);; = —x;; = 0 fir alle 1 < j < i < n. Darum
155<

n

—X € U. Es folgt, dass U ein Unterring von Mat,, ,,(K) ist.

Hausaufgabe 6.3 Sei K ein Korper und sei A € Maty 4(K) sodass A, ; = 0 fiir
alle 4,7 mit 1 < i < j < 4. Zeigen Sie, dass es eine n € N gibt, sodass A" = 0 die
Nullmatrix ist.
Losung: A ist eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonalmatrixkoeffizienten gleich 0.
Wenn 1 < k < 4, dann A;;, = 0 fiir alle 4 < k und Ay ; fiir alle j > k. Fir alle
1<i,j <4gilt

4
(A% =D AisAr;= Y AigAp.
k=1

jH1<k<i—1



Die Summe ist gleich 0, falls i — 1 < j + 1, d.h. (4%);; =0, falls i < j + 1. Wenn
1< k<4, dann A;, =0 fiir alle s < k+ 1 und A ; fiir alle j +1 > k. Fiir alle
1 <14,5 <4 gilt darum

4

= Ak Ay = Y (ADik(A),

k=1 j4+2<k<i—2

Weil j >1>i—3firallel <i4,5<4,gilt j+2>¢—2firallel <i,j<4. Es
folgt, dass (A%); ; = 0 fiir alle 1 < i,j <4 und damit A* = 0.

Hausaufgabe 6.4 Bestimmen Sie alle s,¢,u € R, sodass

—1

0 3 4 8 s 7T4+2t —3t+2 s+t—-1
3520 B -5 —16 20 —12
3 6 5 5 | —t+10 -2s T+u —21
1 2 4 5 7 21 —26 15
Losung: Seien
0 3 4 8 s T+2t -3t+2 s+t-1
3 5 2 0 -5 —16 20 —12
A=l3 65 5 | W Baw=| 4y10 25 7+u -2
1 2 4 5 7 21 —26 15
Es gilt

(ABstu)11 = 0s — 15 + 4(—t + 10) + 56 = 81 — 4¢,
(ABstu)an =s—10+4(—t +10) + 35 =65 + s — 4t,
(ABs )13 = 0(—=3t 4+ 2) + 60 + 4(7 4+ u) — 208 = —120 + 4u.

Wenn AB; ;. = 14, dann folgt, 81 —4¢t =1, 65+ s —4t = 0 und —120 +4u = 0 und
damit s = 15, t = 20 und v = 30. Sei B = Bjs5,20,30. Dann

15 47 =58 34
-5 =16 20 -—-12
-10 -30 37 =21
7 21 —-26 15

B =

Man tiberpriift leicht, dass
AB = BA =1,.

Es folgt, dass B genau dann die Inversematrix von A ist, wenn s = 15, ¢t = 20 und
u = 30.



