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6. Hausaufgabenblatt - Lösungen

Hausaufgabe 6.1 Bestimmen Sie für jede der folgenden Paaren von Vektorräume
V über R und Teilmengen U von V , ob U ein Unterraum von V ist und bestimmen
Sie gegebenenfals eine Basis und die Dimension von U .

(a) V = Matn,n(R), U = {A ∈ V : A ist antisymmetrisch}
Lösung: U ist ein Unterraum:

� O ∈ U

� Wenn X,Y ∈ U , dann gilt

t(X + Y ) = tX + tY = −X − Y = −(X + Y ).

Darum gilt X + Y ∈ U .

� Wenn X ∈ U und λ ∈ R, dann gilt

t(λX) = λtX = −λX.

Darum gilt λX ∈ U .

Für 1 ≤ i, j ≤ n sei Ei,j ∈ Mn,n(R) die Matrix, bei der der Matrixkoeffizient
in Zeile i und Spalte j gleich 1 ist und alle anderen Matrixkoeffizienten gleich
0 sind. Dann ist B = {Ei,j : 1 ≤ i, j ≤ n} eine Basis von Matn,n(R). Wenn
X = (xi,j)1≤i≤n

1≤j≤n
∈ Matn,n(R), dann gilt genau dann X ∈ U , wenn xij = −xji

für alle 1 ≤ i, j ≤ n. Für X = (xi,j)1≤i≤n
1≤j≤n

∈ U folgt

X =
∑

1≤i≤j≤n

xi,jEi,j

=
∑

1≤i≤j≤n

(
xi,jEi,j + xj,iEj,i

)
=

∑
1≤i≤j≤n

(
xi,jEi,j − xi,jEj,i

)
=

∑
1≤i<j≤n

xi,j

(
Ei,j − Ej,i

)
Dies zeigt, dass U = span({Ei,j − Ej,i : 1 ≤ i < j ≤ n}). Wenn ci,j ∈ R für
1 ≤ i < j ≤ n und

∑
1≤i<j≤n ci,j

(
Ei,j − Ej,i

)
= 0, dann∑

1≤i<j≤n

ci,jEi,j −
∑

1≤j<i≤n

cj,iEi,j = 0.

Weil B eine Basis von Matn,n(R) ist, folgt dass alle ci,j gleich 0 sind. Dies zeigt,
dass {Ei,j − Ej,i : 1 ≤ i < j ≤ n} eine Basis von U ist. Es gilt

dim(U) = |{(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ n}| = n(n− 1)

2
.



(b) V = R4, U = {x ∈ V : x1 = 2x3}
Lösung: U ist ein Unterraum

� O ∈ U

� Wenn x, y ∈ U , dann (x + y)1 = x1 + y1 = 2x3 + 2y3 = 2(x + y)3 und
darum x+ y ∈ U .

� Wenn x ∈ U und λ ∈ R, dann (λx)1 = λx1 = λ2x3 = 2(λx)3 und darum
λx ∈ U .

Wenn x ∈ U , dann x1 = 2x3, und darum

x = (2c, b, c, d) = b(0, 1, 0, 0) + c(2, 0, 1, 0) + d(0, 0, 0, 1)

für bestimmte b, c, d ∈ R. Es folgt, dass U = span({(0, 1, 0, 0), (2, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}).
Wenn b, c, d ∈ R und b(0, 1, 0, 0)+c(2, 0, 1, 0)+d(0, 0, 0, 1) = O, dann (2c, b, c, d) =
(0, 0, 0, 0) und damit b = c = d = 0. Die Menge {(0, 1, 0, 0), (2, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}
ist deshalbe eine Basis von U .

(c) V = R4, U = {x ∈ V : x2
1 − x2

2 = 0}
Lösung: U is kein Unterraum: (1, 1, 0, 0), (1,−1, 0, 0) ∈ U , aber

(1, 1, 0, 0) + (1,−1, 0, 0) = (2, 0, 0, 0) /∈ U.

Hausaufgabe 6.2 Sei K ein Körper und n ∈ N. Zeigen Sie, dass

U = {A ∈ Matn,n(K) : A ist eine obere Dreiecksmatrix}

ein Unterring von Matn,n(K) ist.
Lösung: Wenn X = (xi,j)1≤i≤n

1≤j≤n
∈ Matn,n(K), dann gilt genau dann X ∈ U , wenn

xi,j = 0 für alle 1 ≤ j < i ≤ n. Die Einheitsmatrix In besitzt diese Eigenschaft
und darum In ∈ U . Für alle X = (xi,j)1≤i≤n

1≤j≤n
, Y = (yi,j)1≤i≤n

1≤j≤n
∈ U folgt für alle

1 ≤ j < i ≤ n

(X + Y )i,j = xi,j + yi,j = 0 + 0 = 0,

(XY )i,j =

n∑
k=1

xi,kyk,j =
∑

i≤k≤j

xi,kyk,j = 0

Die letzte Summe ist gleich 0 weil i > j. Es folgt, dass X + Y,XY ∈ U . Wenn
X = (xi,j)1≤i≤n

1≤j≤n
, dann gilt (−X)i,j = −xi,j = 0 für alle 1 ≤ j < i ≤ n. Darum

−X ∈ U . Es folgt, dass U ein Unterring von Matn,n(K) ist.

Hausaufgabe 6.3 Sei K ein Körper und sei A ∈ Mat4,4(K) sodass Ai,j = 0 für
alle i, j mit 1 ≤ i ≤ j ≤ 4. Zeigen Sie, dass es eine n ∈ N gibt, sodass An = 0 die
Nullmatrix ist.
Lösung: A ist eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonalmatrixkoeffizienten gleich 0.
Wenn 1 ≤ k ≤ 4, dann Ai,k = 0 für alle i ≤ k und Ak,j für alle j ≥ k. Für alle
1 ≤ i, j ≤ 4 gilt

(A2)i,j =

4∑
k=1

Ai,kAk,j =
∑

j+1≤k≤i−1

Ai,kAk,j .



Die Summe ist gleich 0, falls i − 1 < j + 1, d.h. (A2)i,j = 0, falls i ≤ j + 1. Wenn
1 ≤ k ≤ 4, dann Ai,k = 0 für alle i ≤ k + 1 und Ak,j für alle j + 1 ≥ k. Für alle
1 ≤ i, j ≤ 4 gilt darum

(A4)i,j =

4∑
k=1

(A2)i,k(A
2)k,j =

∑
j+2≤k≤i−2

(A2)i,k(A
2)k,j .

Weil j ≥ 1 ≥ i − 3 für alle 1 ≤ i, j ≤ 4, gilt j + 2 > i − 2 für alle 1 ≤ i, j ≤ 4. Es
folgt, dass (A4)i,j = 0 für alle 1 ≤ i, j ≤ 4 und damit A4 = 0.

Hausaufgabe 6.4 Bestimmen Sie alle s, t, u ∈ R, sodass
0 3 4 8
3 5 2 0
3 6 5 5
1 2 4 5


−1

=


s 7 + 2t −3t+ 2 s+ t− 1
−5 −16 20 −12

−t+ 10 −2s 7 + u −21
7 21 −26 15


Lösung: Seien

A =


0 3 4 8
3 5 2 0
3 6 5 5
1 2 4 5

 und Bs,t,u =


s 7 + 2t −3t+ 2 s+ t− 1
−5 −16 20 −12

−t+ 10 −2s 7 + u −21
7 21 −26 15


Es gilt

(ABs,t,u)1,1 = 0s− 15 + 4(−t+ 10) + 56 = 81− 4t,

(ABs,t,u)4,1 = s− 10 + 4(−t+ 10) + 35 = 65 + s− 4t,

(ABs,t,u)1,3 = 0(−3t+ 2) + 60 + 4(7 + u)− 208 = −120 + 4u.

Wenn ABs,t,u = I4, dann folgt, 81− 4t = 1, 65+ s− 4t = 0 und −120+4u = 0 und
damit s = 15, t = 20 und u = 30. Sei B = B15,20,30. Dann

B =


15 47 −58 34
−5 −16 20 −12
−10 −30 37 −21
7 21 −26 15


Man überprüft leicht, dass

AB = BA = I4.

Es folgt, dass B genau dann die Inversematrix von A ist, wenn s = 15, t = 20 und
u = 30.


