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5. Hausaufgabenblatt

Hausaufgabe 5.1

(a) Betrachten Sie V = C3 als Vektorraum iiber C. Sei U = span{(1,2,3)}.
Bestimmen Sie einen Untervektorraum W C V, sodass V =U @& W.

(b) Betrachten Sie V := {p(z) € Clz] : deg(p(z)) < 3} als Vektorraum iiber C.
Sei U := span{z?+1,22+x+1} C V. Bestimmen Sie einen Untervektorraum
W CV,sodass V=U&dW.

(c) Betrachten Sie V := span{cos(t),sin(t), +,1og(t)} € Abb(Rx¢,R) als Vektor-
raum iiber R, wobei Abb(R<,R) der Vektorraum aller Funktionen R~y — R

ist. Sei )
U := span{cos(t) + n sin(t) + log(t)}.
Bestimmen Sie einen Untervektorraum W C V, sodass V =U @& W.
(d) Seien V und U wie in (c) und W’ := span{cos(t) +sin(t) + +, —7sin(t)}. Gilt
V =U @ W'? (Begriinden Sie ihre Antwort).

Hausaufgabe 5.2 Sei K ein Korper und V' ein Vektorraum iiber K von Di-
mension n € N. Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch (Beweisen Sie Ihre
Antwort)

(a) Sind U, W C V Unterrdume mit dim(U) + dim(W) > n, so gilt UNW # {0}.

(b) Sei K =7Z/3Z wnd V = (Z/3Z)°. Sei U C V ein Unterraum von Dimension 2
und W C V ein Unterraum mit V = U @ W. Dann gilt |W| = 27.

(c) Ist B :={v1,...,vp} C V\ {0} mit m > n, dann enthélt B eine Basis von V.

Hausaufgabe 5.3 Sei n € Ny und
(x,y) = ijyj (x,y € R™)
j=1

das iibliche Skalarprodukt auf R™.

(a) Zeigen Sie: Ist U ein Unterraum von R™, dann ist
Ut :={yeR": (u,y) =0Vuec U}
ein Unterraum von R” mit U N U+ = {0}.
(b) Seien ey, ..., e, die Standardbasisvektoren in R™ und
U :=span{e; + - -+ e,}.

Bestimmen Sie eine Basis von U~. Zeigen Sie, dass R* = U @ U™,



(c) Sei {0} # W C R™ ein weiterer Unterraum. Nehmen Sie an, dass eine Basis
wi, ..., wi von W existiert mit

1 i=j
0 i#j.
Zeigen Sie, dass dann R™ = W @ W+ gilt.

(Hinweis: spater in der Vorlesung wird gezeigt werden, dass fiir jeden Unter-
raum W C R™ eine derartige Basis existiert.)

Abgabe der Hausaufgaben bis zum Sonntag den, 26.05.2024, 23.59 Uhr in Panda.



