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5. Hausaufgabenblatt - Losungen

Hausaufgabe 5.1

(a) Betrachten Sie V = C? als Vektorraum iiber C. Sei U = span{(1,2,3)}. Be-
stimmen Sie einen Untervektorraum W C V, sodass V =U @ W.

(b) Betrachten Sie V := {p(z) € Clz] : deg(p(z)) < 3} als Vektorraum iiber C.
Sei U := span{z?+ 1,22 +x+1} C V. Bestimmen Sie einen Untervektorraum
W CV,sodass V=UgW.

(c) Betrachten Sie V := span{cos(t),sin(t), +,log(t)} € Abb(Rs0,R) als Vektor-

()
raum iiber R, wobei Abb(R+,R) der Vektorraum aller Funktionen R — R
ist. Sei

U := span{cos(t) + %, sin(t) + log(¢)}.

Bestimmen Sie einen Untervektorraum W C V', sodass V =U @& W.

(d) Seien V und U wie in (c) und W' := span{cos(t) + sin(t) + 1, —7sin(¢)}. Gilt
V =U® W'? (Begriinden Sie ihre Antwort).

Losung: Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K und sei U C V ein Unter-
raum von V. Sei {v1,...v,,} eine Basis von U. Ergénze {vy,...v,,} zu einer Basis
{v1,...,v,} von V. Dann ist W := span({vm+1,...,0,}) ein Unterraum, sodass

U+ W =span({v1,...,0m}) +span({vm+1,...,0n}) = span({vy,...,v,}) =V

und

m n
UNnW ={veV:esgibt c1,...,c, € K, sodassv:chvj und v = Z ¢v;}
j=1 j=m+1

= {0}.

Die letzte Gleichung folgt aus der Tatsache, dass die Koeffizienten in einer Linear-
kombination von Basisvektoren eindeutig sind. Es folgt, dass V =U & W.

(a) Seien e; = (1,0,0) und es = (0,1,0). Die Vektoren e, e und (1,2,3) sind
linear unabhiingig, denn aus cie; + coea + ¢3(1,2,3) = O folgt ¢4 + ¢z = 0,
2 +2c3 = 0 und 3¢z = 0 und damit ¢; = cp = c3 = 0. Weil dim(C?) = 3, folgt,
dass {e1,e2,(1,2,3)} eine Basis von C3 ist. Sei W = span({e1, e2}). Dann gilt
V=UeW.

(b) Da {1,z,22 2%} eine Basis von V ist, gilt dim(V) = 4. Wenn ¢;, c2,c3,¢4 € C
und

(@ +r+1) +ea(a®+1) +es- 1+’ = cqx® + (c1 +e2)z’ +erx+ (¢ +co+c3)



das Nullpolynom ist, dann gilt ¢4 =0, ¢y +¢c2 =0, ¢ =0 und ¢; + ¢ + ¢3 = 0.
Es folgt ¢; = c3 = ¢3 = ¢4 = 0. Dies zeigt, dass die Polynome 2% +z+1, 22 +1),
1 und 2? linear unabhiingig sind. Darum ist {22 +x+1,22+1,1, 23} eine Basis
ist. Wenn W = span({1, 2®}), dann folgt V =U & W.

(c) Seien cy,co,c3,¢4 € R, sodass t — ¢; cos(t) + cosin(t) + 03% + cqlog(t) die
Nullfunktion auf Ry ist. Es gilt

1
cy = ltif(()l crtcos(t) + cotsin(t) + 03t; + cqtlog(t)

1
= ltif(r)lt(cl cos(t) + co sin(t) + €37 +cy4 10g(t)) =0.

Jetzt ist t — ¢q cos(t) + ca sin(t) + ¢4 log(t) die Nullfunktion und darum

lim ¢ —— cos(t) + e —— sin(t) + cs—— log(t)
= lim ¢y —— cos ———sin —
“ 10 “ log(t) o8 2 log(t) ° “ log(t) 8

1

= ltlfg Tou () (cl cos(t) + cosin(t) + ¢4 log(t)) = 0.

Es folgt, dass ¢ — ¢ cos(t) + co sin(¢) die Nullfunktion ist. Es gilt
c1 = c1co8(m/2) + exsin(w/2) =0

und

cg = ¢1 co8(2m) + ¢ sin(2m) = 0.
Darum gilt ¢; = ¢2 = ¢3 = ¢4 = 0 und es folgt, dass cos, sin, t — % und
log linear unabhéingig sind. Darum ist {cos, sin,¢ — 1,log} eine Basis von V.
Insbesondere gilt dim(V') = 4.

Seien ¢y, ¢o, c3, ¢4 € R und nehme an, dass
1
t+— ¢y (cos(t) + ;) + co(sin(t) + log(t)) + c3 cos(t) + cq sin(t)

die Nullfunktion ist. Weil cos, sin, ¢t — % und log linear unabéngig sind folgt
ci+c3=0,c0+c4 =0,cy =0und cog =0 und damit ¢; = co =c3 =¢4 = 0.
Es folgt, dass {t — cos(t) + 1, — sin(t) + log(t), cos, sin} eine Basis von V ist.

Sei W = span({cos,sin}). Dann gilt V =U @ W.
(d) Es gilt

(cos(t) + sin(t) + %) + ;( — Tsin(t)) = cos(t) + % euUnw’

Da t — cos(t) + 1 nich die Nullfunktion ist, folgt U N W’ # {0} und darum ist

V nicht die direkte Summe von U und W'.

Hausaufgabe 5.2 Sei K ein Korper und V ein Vektorraum tiber K von Di-
mension n € N. Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch (Beweisen Sie Thre
Antwort)

(a) Sind U, W C V Unterrdume mit dim(U) + dim(W) > n, so gilt UNW # {0}.
Lésung: Wahr. Seien k& = dim(U) und ! = dim(W) und sei {uy,...,ux}
eine Basis von U und {wi,...,w;} eine Basis von W. Weil k +1 > n =



dim(V) sind die Vektoren uq, ..., ug, w1, ..., w; linear abhiingig. Es gibt dar-
um ci,...,Ck,di,...,d; € K sodass

k l
Zciui + Zdjwj =0
i=1 j=1

und ¢; # 0 fiir ein % oder d; # 0 fiir ein j. Wenn Zle c;u; = O wére, dann
wére Zé.:l d;w; gleich O. Weil {u1,...,u,} und {ws,...,w;} Basen von U
bzw. W sind, wiirde folgen, dass ¢c; = --- = ¢, = d; = --- = d; = 0. Darum
gilt Zle ciu; # O. Weil Zle c;u; € U und Zle Cill; = — 23:1 djw; € W,
folgt, dass 3%_; djw; € (UNW)\ {O}.

(b) Sei K =7/3Z uwnd V = (Z/3Z)°. Sei U C V ein Unterraum von Dimension 2
und W C V ein Unterraum mit V = U @ W. Dann gilt |W| = 27.
Lésung: Wahr. Weil V = U@ W gilt dim(W) = dim(V) —dim(U) =5—-2 = 3.
Sei {wy, wy, w3} eine Basis von W. Dann ist die Abbildung

(Z/3Z)° = W, (c1,¢2,¢3) = crws + cowg + csws
eine Bijektion. Darum gilt

\W|=|(2/32)%| = |Z/3Z|® = 3% = 27.

(c) Ist B :={v1,...,0} C V\ {0} mit m > n, dann enthélt B eine Basis von V.
Lésung: Wahr wenn n = 0 oder n = 1, sonnst falsch. Wenn n = 0, dann ist
die leere Menge eine Basis von V. Wenn n = 1, dann besitzt jede Basis von V
genau ein Element. Fiir jedes v € V'\ {O} ist die Menge {v} eine Basis von V.
Wenn n > 2, dann besitzt jede Basis von V mindestens 2 linear unabhéngige
Vektoren. Sei v € V' \ {O}. Die Vektoren v und v sind fiir alle A € K linear
abhéingig. Sei B = {jv : j € N,j < m}. Dann ist A C B genau dann eine
Teilmenge von linear unabhéngige Vektoren, wenn |A| < 1. B enthilt darum
keine Basis.

Hausaufgabe 5.3 Sei n € Ny und
n

(x,y) = ijyj (x,y € R™)
j=1

das iibliche Skalarprodukt auf R™.
(a) Zeigen Sie: Ist U ein Unterraum von R™, dann ist
Ut :={yeR": (u,y) =0Vuec U}

ein Unterraum von R™ mit U N U+ = {0}.
Lésung: Fiir alle u € U gilt (O,u) = 0 und darum O € U+. Wenn z,y € U+,
dann gilt fiir alle u € U, dass

(x +y,u) = (z,u) + (y,u) =0+ 0=0
und darum x +y € U+. Wenn z € UL und \ € R, dann gilt fiir alle v € U,

dass
Az,u) = Mz,uy =X-0=0



und darum Az € U't. Dies beweist, dass UL ein Unterraum ist. Wenn u €
UNU*, dann gilt
54 = w0

Es folgt u = O. Darum gilt U N U+ = {O}.
Seien ey, ..., e, die Standardbasisvektoren in R™ und
U:=span{e; + -+ ep}.

Bestimmen Sie eine Basis von U~. Zeigen Sie, dass R* = U @ U~.
Lésung: Fir 1 <i < nund X € R gilt

<6i—6i+17)\(61+€2+"‘+en)> =A—-A=0
und darum e; — e;4+1 € UL, Seien ¢, c1,...,cn_1 € R und nehme an, dass
cler +ex+---+e,)+ 27;11 cj(ej —ejr1) = O. Dann gilt
0=(clex+ex+-+en)+ Z —ej1), €1+ e+ +epn)

n—1

:<c(el+eg+~-~+en),el+eg+~-~+en>+ch<(ej—ej+1),el+eg+-~-

j=1
=cler+ez+- +ene1+e+ - +en) =nc
und darum c = 0. Weiter gilt

n—1

Cj( — 6J+1 =cie; + Z —Cj— 1 — Cp—1€n-
j=1

Weil {ey,...,e,} eine Basis von R™ ist, folgt ¢y = 0, ca —¢1 =0, c3 —ca =
0, ..., ¢ne1 — Cp—z = 0, und —c,_1 = 0. Die erste Gleichung impliziert
c1 = 0. Die zweite Gleichung impliziert dann co = 0. Die dritte Gleichung
impliziert dann c3 = 0 und so weiter. Es folgt c =c; =co =--- =c¢,—1 = 0.
Darum sind e; + -+ + e,,61 — €2,...,e5_1 — €, linear unabhéingig und ist
{e1+---+en,e1 —ea,...,en_1 — e, } eine Basis von R™.

Weil e; + -+ + e, ¢ Ut gilt UL # V und darum dim(U+) < n — 1. Da
{e1 —ea,ea —e3,...,e,_1 — €, } eine Teilmenge von linear unabhiingige Ele-

mente in U~ ist, folgt, dass dim(UL) = n — 1. Insbesondere ist {e; — ea, €2 —
€3,...,€n_1 — €, } eine Basis von U~.

Da{e1+: - -+epn,e1 —e2,...,e,_1 — €,} eine Basis von R" ist, gilt
U+UL = an(e; +---+e,}) +span({e; — ez, €2 —€3,...,6n_1 — € })
an(el +--t+ent, {er1 —exea—e3,...,en_1 —en}) =R™

Nach (a) gilt U N U+ = {O}. Es folgt, dass R" = U @ U~.

Sei {0} # W C R™ ein weiterer Unterraum. Nehmen Sie an, dass eine Basis
w1y, ..., w von W existiert mit

womi =4 121

+ €n)



Zeigen Sie, dass dann R™ = W @ W gilt.
Lésung: Nach (a) gilt WNW= = {O}. Es ist darum zu zeigen, dass W +W= =
R™. Sei v € R™. Es gilt

k
Z(U,wj>wj € span({wy,...,wi}) = W.

—1 ) i=1 ) o] o k
- Zlcz(@,wz) Zl<’l),wj><wj7’wi>) = Zlci(@,wi} - <v7wi) -0

Darum gilt v — Z§:1<vaj>wj € W, Es folgt, dass

(v,wj>wj> ew+wt.

k
v =

k
(v, wj)w; + (v -
j=1 j=1

Weil dies gilt fiir jedes v € R™, folgt R® = W + W+,



