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3. Ubungsblatt - Ausgewiihlte Losungen

Hausaufgabe 3.1 Sei G eine Gruppe. Zeigen Sie, dass G abelsch ist, falls 22 = e
fir alle z € G gilt. Geben Sie drei Beispiele fiir Gruppen mit der Eigenschaft, dass
2% = e fiir alle z € G.

Losung: Nehmen Sie an, dass z
r € G. Wenn z,y € G, dann

2 = e fiir alle € G. Dann gilt = 27! fiir alle

zy=a""y " = (y2)"! = ya.

Es folgt, dass G kommutativ ist.
(Fa, +), (Abb(X, Fo), +) und (P(X), @), wobei X eine Menge ist, sind Beispiele.

Hausaufgabe 3.2 Sei X eine Menge und Abb(X,Fy) die Menge aller Abbildun-
gen von X nach Fy. Fiir A € P(X) definieren wir

1 (zeA

lA:X—>F2, .%‘H{O (.T¢A)

Sei
¢:P(X)— Abb(X,Fs), A 14

(a) Zeigen Sie, dass ¢ ein Isomorphismus von Ringen ist.
Beweis: Wir zeigen zuniichst, dass ¢ eine Bijektion ist. Sei

Es gilt
(Wod)(A)=9(1a) =13'({1}) =4  (AeP(X)),
(po)(f)=o(f7'({1}) =1;1quy =F  (f € Abb(X,Fy)).

Es folgt, dass ¢ eine Umkehrabbildung von ¢ ist und damit, dass ¢ bijektiv ist.
Fir alle A, B € P(X) gilt

0=14+1=14(z)+1p(x) (r€ AAzeEB),
1 (z) = 1=140=14(x)+1p(z) (x€ ANz ¢ B),
ABBIT) = 1 =04 1=14(2) +1p(x) (z¢ ANz € B),
0=0+0=14(z)+1p(z) (¢ ANz ¢ B)
und
1=1-1=14(x) -1p(z) (x€ ANz € B),
1 ) 0=1-0=14(x)-1p(z) (xr€AANx¢B),
anB () = 0=0-1=14(z)-15(z) (x¢ AAx € B),
0=0-0=14(z) -1p(x) (x¢ AAx¢ B).

Es folgt, dass ¢(A @ B) = ¢(A) + ¢(B) und ¢(AN B) = ¢(A) - ¢(B) fiir alle
A, B € P(X). Weiter gilt ¢(X) = 1x. Weil 1x die konstante Funktion gleich 1
ist, ist 1x das neutrale Element fiir Multiplikation in Abb(X,Fs).



(b)

()

Nehmen Sie an, dass X eine endliche Menge ist. Beweisen Sie, dass es genau
21X1 Abbildungen von X nach {0, 1} gibt.
Beweis mit Induktion: Wenn |X| = 1, dann

Abb(X7 FQ) = {1@v 1X}
und darum |Abb(X,F3)| = 2. Sei n € N und nehmen Sie an, dass [Abb(Y, Fy)| =
2" fiir jede Menge Y mit |Y| = n. Sei X eine Menge mit |X| = n + 1 und sei
zo € X. Wir definieren
FOZ{fX%FQf(SEO):O} und Flz{fX%sz(l'o):l}
Dann gilt Abb(X,Fy) = Fy U F; und Fy N F; = (), und damit
|Abb(X, F2)| = [Fol + |F1].
Sei Y = X \ {zo}. Einschrinkung auf Y ergibt bijektive Abbildungen

Fo — Abb(}/, FQ), f — f|y
Fy _>Abb(Y,]F2), f*—> f|y

Darum gilt |Fy| = |F1| = |Abb(Y,Fs). Da |Y| = |X| —1 = n, besitzt Abb(Y,F5)
nach der Induktionsvoraussetzung 2" Elemente. Es folgt

|Abb(X,Fy)| = 2- 2™ = 2"F1,

Folgern Sie, dass |P(X)| = 2/X1.
Beweis: Da ¢ eine Bijektion ist, gilt |P(X)| = |Abb(X,Fy)| = 2IX1.

Hausaufgabe 3.3 Sie X eine Menge. Sei m : P(X) — Fs einen Ringhomomor-
phismus und sei U = m~1({1}). Beweisen Sie folgenden Aussagen.

(a)

XeUudP¢U.

Beweis: Da m ein Ringhomomorphismus ist und X das neutrale Element fiir
Multiplikation N, ist m(X) das neutrale Element fiir Multiplikation in Fy. Es
folgt, dass m(X) = 1 und damit X € U. Weiter is () das neutrale Element fiir
Addition @ und darum ist m(@) das neutrale Element fiir Addition in Fy. Es
folgt, dass m() = 0 und darum @ ¢ U.

Fir alle A, B € U gilt m(ANB) =1.

Beweis: Da m ein Ringhomomorphismus ist, gilt m(A N B) = m(A) - m(B)
fiir alle A,B € P(X). Wenn A, B € U, dann m(A) = m(B) = 1 und damit
m(ANB)=1-1=1.

Fir alle A e P(X) gilt Ac U oder X\ AecU.

Beweis: Sei A € P(X). Es gilt X = A®(X\ A). Da m ein Ringhomomorphismus
ist, folgt 1 = m(X) = m(A) + m(X \ A). Wenn A ¢ U, dann m(A) = 0. Es
folgt, dass m(X \ A) = 1 und damit X \ A € U. Dies zeigt, dass A € U oder
X\AeU.

Wenn A,B € P(X) und A C B, dann m(A)m(B \ A) = 0. Wenn zusitzlich
AeU,dann B\ A¢U.
Beweis: Es gilt

m(A)m(B\ A) = m(AN (B\ A)) =m(0) = 0.

Wenn A € U, dann m(A) = 1. Weil m(A)m(B\ A) = 0, folgt m(B\ A) = 0.



(e) Wenn A€ U, BeP(X)und AC B, dann B € U.
Beweis: Es gilt m(B) = m(A® (B\ A)) =m(4) + m(B\ A) =1+ m(B\ A).
Nach der vorherigen Teilaufgabe gilt m(B \ A) = 0, und damit m(B) = 1.

Hausaufgabe 3.4 Sei p eine Primzahl.

(a) Zeigen Sie, dass es fiir jedes n € Z genau ein r € {0,1,2,...,p — 1} gibt,
sodass n — r durch p teilbar ist.
Beweis: Sei k € Z, sodass kp <n < (k+ 1)p. Seir =n —kp. Dann 0 <r <p
und n —r = kp is teilbar durch p. Wenn 7’ € {0,1,2,...,p— 1} und n — 7’ ist
auch teilbar durch p, dann ist r — ' = (n — ') — (n — r) auch teilbar durch
p. Weil —p <7 — 1’ < p, folgt, dass r — 1’ = 0.

Sei x € Z und nehmen Sie an, dass x nicht durch p teilbar ist.

(b) Seien k,l € {1,2,...,p— 1} mit k # [. Zeigen Sie, dass kx — lx nicht durch p
teilbar ist.
Beweis: Weil —(p—1) <k —1<p—1und k # [ ist k — [ nicht teilbar durch
p. Da p eine Primzahl und z nicht teilbar durch p ist, ist (k — {)z nicht durch
p teilbar.

Seien X := {z,22,3z,...,(p — Dz} und Y := {1,2,3,...,p — 1}. Sei weiter p :

X — Y die Abbildung, sodass n — p(n) fiir alle n € X durch p teilbar ist. (Diese

Abbildung existiert nach Teilaufgabe (a).)

(c) Zeigen Sie, dass p bijektiv ist.

Beweis: Seien ni,ny € X, sodass p(ny) = p(ng). Dann ist ny — ng = (n1 —
p(nl)) - (ng - p(ng)) durch p teilbar. Seien k1,ke € {1,...,p — 1}, sodass
n1 = kix und no = kex. Weil x nicht durch p teilbar ist und n; — ngy =
(k1 — ko)x teilbar durch p ist, folgt, dass k1 — ko teilbar durch p ist. Weil
—(p—1) < k1 —ka < p—1, zeigt dies, dass k1 = ko und damit n; = ny. Damit
ist bewiesen, dass p injektiv ist. Weil |X| = |[Y| = p — 1 < oo folgt, dass p
bijektiv ist.

(d) Zeigen Sie, dass (H n) - ( H m) durch p teilbar ist.

neX meY
Beweis: Weil p eine Bijektion ist, gilt

(1)~ (1) = (L) (T o)

Wir werden mit Induktion beweisen, dass (Hizl n) - (Hszl p(n)) fiir alle
ke {l,...,p— 1} durch p teilbar ist. Da 1 — p(1) durch p teilbar ist, ist die
Aussage fiir k = 1 wahr. Wenn k € {1,...,p—2} und (Hﬁzl n) - (Hﬁzl p(n))
durch p teilbar ist, dann folgt aus der Tatsache, dass (k+ 1) — p(k + 1) durch
p teilbar ist, dass auch

(L) -(11)

=(k+1) ((ﬁ n) — <ﬁ p(n)>> +((k+1)—p(k+1)) <ﬁ p(n)>

n=1 n=1

durch p teilbar ist.



(e) Folgern Sie, dass (p — 1)!aP~! — (p — 1)! durch p teilbar ist.
Beweis: Es gilt

(p—DaP~t —(p—-1) = <H n) — (H m) .
neX meY
Nach der vorherigen Teilaufgabe ist (p — 1)!zP~% — (p — 1)! durch p teilbar.

(f) Beweisen Sie den kleinen Satz von Fermat:

Sei p eine Primzahl. Wenn x € 7 nicht durch p teilbar ist, dann ist 2P~1 — 1
durch p teilbar.

Beweis: Da p eine Primzahl ist und keine der Zahlen 1,2,...,p — 1 durch
p teilbar ist, ist auch (p — 1)! nicht durch p teilbar. Weil

(@ = Dp—1)! = (p— Da? = (p— 1)

durch p teilbar ist, folgt, dass zP~! — 1 durch p teilbar ist.



