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Lineare Algebra 1

3. Ubungsblatt - Ausgewiihlte Losungen

Prisenzaufgabe 3.3 Sei (R,+,-) ein Ring. Zeigen Sie, dass 0 -z = 0 fiir alle

x € R.

Beweis: Sei xz € R. Es gilt

0-2=02+0=0-z2+ (z+(-2)) =0 z+2)+(—2)=0-z+1 2)+ (—2)
=0+1)-z+(—2x)=1-24+(—z)=x+ (—z) =0.

Priasenzaufgabe 3.5 Sei X eine Menge. Die Bildung symmetrischer Differenzen
und dass Schneiden von Teilmengen sind Verkniipfungen

®:P(X)xP(X)—=PX), (AAB)m A®B:=(A\B)U(B\A4)
N:PX)xPX)—=>PX), (4B)—ANB

auf der Potenzmenge.

(a) Zeigen Sie, dass N kommutativ und assoziativ ist.
Beweis: Da P A Q fiir alle Aussagen P und @ dquivalent zu Q A P ist, gilt

AnNB={zeX:z€ANxeB}={zeX:xeBAxe€A}=BnNA

fiir alle A, B € P(X). Es folgt, dass N kommutativ ist. Nach Hausaufgabe 1.1(d)
gilt (ANB)NC = AN(BNC) fiir alle A, B,C € P(X). Darum ist N assoziativ.

(b) Zeigen Sie, dass @ kommutativ und assoziativ ist.
Beweis: Da PV @ fiir alle Aussagen P und @ &dquivalent zu Q V P ist, gilt

AUB={reX:2z€AvaexeB}={zeX:x€BVae A} =BUA
fiir alle A, B € P(X). Es folgt, dass
A®B=(A\B)U(B\A)=(B\A)U(A\B)=Ba A

und damit, dass @& kommutativ ist. Um die Assoziativitit von & zu zeigen,
bendstigen wir die folgenden Identitéiten fiir A, B,C € P(X).

(AUB)\C =(A\C)U(B\C),
A\(BUC)=(A\B)N(4\0),
(A\B)\C=A\(BUC),
A\ (B\C) = (A\ B)U(ANC),
(AUBYNC = (ANC)U (BN C),
(ANBYNC =AN(BNC).
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Die Identitdten (4), (5) und (6) wurden schon in HA 1.1 bewiesen; die restlichen
Identitéten weist man in analoger Weise nach. Fiir alle A, B, C € P(X) folgt

(A@B>@0=((A@B>\O) (C\(A® B))

(A\B)UB\ )\ C) U (C\((A\B)U(B\ )

A\ B)\ C)U B\A\c)u( \ ((A\ B)U (B\A)))

C\(4\B) N (C\ (B\4)))
(C\(A\B)) N (C\(B\ 4)))
((C\A)U(CNB)N ((C\B)u(CmA)))
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U((C\A)Nn(CnA))U((CNB)N(C\B))U((CNnB)N(CNA)
@ (A\(BUC))U(B\(AUC))U(C\ (AUB))

u((C\A)n(CnA)u((CnNnB)N(C\B))U((CNB)N(CNA))
2 (AN (BUC) U (B\(AUC)) U(C\(AUB)U(ANBNC).

Durch Vertauschen von A und C erhalten wir

A®(BaC)=(CoB) a A
=(A\(BUC))U(B\(AUC))U(C\(AUB))U(ANBNC)
=A@ B)aC.

Dies beweist, dass @ assoziativ ist.

(c) Bestimmen Sie neutrale Elemente fiir N und .
Lisung: Fiir alle A € P(X) gilt

ANX =A4 und Aad=(A\DHUud\A) =
Darum sind X und () neutrale Elemente fiir N bzw. &®.

(d) Zeigen Sie, dass jedes A € P(X) ein inverses Element beziiglich & besitzt.
Beweis: Fiir alle A € P(X) gilt

A A=(A\AU(A\A) =
Es folgt, dass A ein inverses Element fiir A beziiglich & ist.

(e) Zeigen Sie, dass (P(X),®,N) einen Ring bildet.
Beweis: Nach PA 1.5 gilt das Distributivgesetz (A®@B)NC = (ANC)&(BNC)
fiir alle A, B,C € P(X). Aus (a)—(d) folgt jetzt, dass (R, ®,N) ein Ring ist.

Priisenzaufgabe 3.6 Seien (5, ®,x) ein Ring und X eine nichtleere Menge. Sei
R={f:X — S} die Menge aller Abbildungen von X nach S. Wir definieren auf
R eine Addition und Multiplikation durch

(f+9)(x) = fl@)@g(z), (f-9)(x):=[f(z)*g(x) (f.g9€R xecX)



Zeigen Sie, dass (R, +, ) ein Ring ist.
Beweis: Da @ und * assoziativ und kommutativ sind, gilt fiir all f,g,h € R und
jedes x € X

=f(2) & (9(2) ® h(2)) = f(x) & (9 + h)(z) = (f + (9 + 1) (@)
(f - 9)(@) = f(z) x g(x) = g(x) x f(x) = (g - f)(z)
((f-9) - h)(x) = (f - 9)(x) x h(z) = (f(z) * g(x)) * h(z) = f(z) * (9(x) * h(z))

Dies zeigt, dass + und - kommutativ und assoziativ sind. Wir definieren

0: X—>5 x—0,
1: X—=S5 x—1.

Fiir alle f € R und z € X gilt
(0+f)(2) =0(z) ® f(z) =0& f(z) = f(x)
(1-f)(@) = 1(2) » f(z) = 1% f(z) = f().

Es folgt, dass 0 ein neutrales Element fiir + und 1 ein neutrales Element fiir - ist.
Wenn f,g,h € R und x € X, dann

(f - (g+n)(2) = (@) * (g + h)(@) = f(2) * (9(z) ® h(x)) = f(2) x g(2) & [f(x) * h(x)
= -g)@e(f -h)@)=(f g+ b))

Es folgt, dass das Distributivgesetz fiir + und - erfiillt ist.



