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4. Ubungsblatt

Priasenzaufgabe 4.1 Sei C := R x R. Wir versehen C mit einer Addition + und
Multiplikation -, die fiir © = (z1,22),y = (y1,y2) € C, gegeben sind durch

(@1, 22)+ (1, 92) = (x1+y1, w24y2) und (21, 22) (y1,42) = (T1y1-T2y2, T1y2+22y1 ).
(a) Zeigen Sie, dass (C,+,-) ein Korper ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung
R—C, z~ (z,0)
ein injektiver Homomorphismus von Koérpern ist.

Ab jetzt identifizieren wir {(z,0):z € R} € C mit R und betrachten R als ein
Unterkorper von C. Wir definieren ¢ := (0, 1).

(¢) Zeigen Sie, dass es fiir jedes z € C eindeutige z,y € R gibt, sodass z =  + iy.
(d) Zeigen Sie, dass die Abbildung
C—C, z=zx+iy—z:=x—1y (z,y €R)
ein Isomorphismus von Kérpern ist.

Man nennt die obige Abbildung komplexe Konjugation und schreibt Z fiir die kom-
plex Konjugierte eines Elements z € C.

(e) Zeigen Sie, dass (z) = z fiir alle z € C.

Wenn z € C, dann nennt man Re(z) := 252 den Realteil und Im(z) := 2% den
Imaginairteil von z.
(f) Zeigen Sie, dass fiir alle z,w € C
Re(z + w) = Re(z) + Re(w)
Im(z + w) = Im(z) + Im(w)
Re(zw) = Re(z)Re(w) — Im(z)Im(w)
Im(zw) = Re(z)Im(w) + Im(z)Re(w)

Priasenzaufgabe 4.2 Seien X,Y Mengen und f : X — Y eine Abbildung. Wir
definieren eine Relation ~ auf X durch

1 ~xy & w120 € X und f(x1) = f(x).
(a) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
(b) Beweisen Sie, dass die Abbildung
foX)~=Y, 2] = fl2)

injektiv ist.



Prisenzaufgabe 4.3 Sein € N und sei X, := {1,2,...,n}. Weiter, sei
Sy i={o: X,, > X, : o ist bijektiv}.
(a) Zeigen Sie, dass S,, zusammen mit der Komposition o eine Gruppe bildet.

Man nennt S,, die symmetrische Gruppe. Fiir ¢, j € X,, mit ¢ # j definieren wir

jo (k=)
Tij ZXn—>Xn, k— 1 (k‘:])
ko (k#i,j)

Eine Element 7 € S,, wird eine Transposition genannt, wenn es ¢,j € X,, mit ¢ # j
gibt, sodass 7 =7 ;.

(b) Zeigen Sie, dass S,, durch Transpositionen erzeugt wird, d.h. fiir jedes Element
o € Sy, gibt es ein m € Ny und Transpositionen 7y, ..., T, sodass

O=T10T20 0Ty,

Prasenzaufgabe 4.4 Zeigen Sie, dass auf einer Menge mit vier Elementen eine
Korperstruktur existiert.

Prasenzaufgabe 4.5 Der fermatsche Primzahltest ist ein Primzahltest, der auf
dem kleinen fermatschen Satz beruht. Sei n € N mit n > 2. Wahle ein a € Z. Wenn
[a]"~t # [1], dann ist n keine Primzahl. Sonnst kénnte n eine Primzahl sein.
Betrachten Sie n = 57 und berechnen Sie [2]56. Zeigen Sie damit, dass 57 keine
Primzahl ist.

Hausaufgabe 4.1 Seien X und I Mengen. Fiir jedes i € I, sei X; eine Teilmenge
von X. Nehmen Sie an, dass

X:U&.

iel
Wir definieren eine Relation ~ auf X durch
1 ~Ty < esgibteini € I, sodass x1,22 € X;.

Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Hausaufgabe 4.2
(a) Bestimmen Sie alle Gruppenhomomorphismen (Z, +) — (Z, +).

(b) Bestimmen Sie alle Ringhomomorphismen (Z, +, ) — (Z, +, ).

Hausaufgabe 4.3 Seien m,n € N. Bestimmen sie ob m teilbar ist durch n, wobei
(a) m =475, n = 53.
(b) m = 2131 4 3238 4 512 n =79,



Hausaufgabe 4.4 Sei (R, +,-) ein Ring. Sei

R*:={r€R: esgibteiny € R,sodassx-y=y-x =1}
(Die Elemente in R* heiflen Einheiten.)
(a) Beweisen Sie, dass (R*,-) eine Gruppe ist.

(b) Bestimmen Sie R*, falls R = Z/20Z.

Hausaufgabe 4.5 Beweisen Sie den Satz von Schréoder und Bernstein:

Seien X und Y Mengen. Wenn es injektive Abbildungen f: X - Y undg:Y — X
gibt, dann gibt es eine bijektive Abbildung h: X — Y.

Hinweis: Sie konnen wie folgt vorgehen. Definieren Sie Xog := X und Yy := Y.
Definieren Sie weiter X,, und Yy, fir n € N rekursiv durch

Y, = f(Xn-1), und X, =X \g(Y\Y,.

Zeigen Sie mit Induktion, dass X,, C X,,—1 und Y, C Y, _1 fir alle n € N. Definie-
ren Sie
Xeo=[Xn und Ya:i=[]Y
neN neN

Zeigen Sie, dass f(x) € Y, fir alle v € X und alle n € N. Folgern Sie, dass
f(X) C Y. Verwenden Sie die Injektivitit von f, um zu zeigen, dass fir jedes
y € Yoo ein x € X existiert, sodass f(x) =y. Folgern Sie, dass die Abbildung

Xoo 2 Y, =+ f(x)

eine Bijektion ist. Beweisen Sie, dass es fir alley € Y \ Yoo ein n € N gibt, sodass
9(y) ¢ X,. Folgern Sie, dass g(Y \ Yoo) € X \ Xoo. Beweisen Sie, dass es fir alle
2 € X\ X einneNundy €Y \Y, gibt, sodass g(y) = x. Folgern Sie, dass

g:Y \ Yoo = X\ Xoo, y>g(y)
eine Bijektion ist. Definieren Sie jetzt die Abbildung h : X — Y durch

@)} (e Xa)
{n(@)}y = { o (1)) (2 ¢ Xoo)

und zeigen Sie, dass h eine Bijektion ist.

Abgabe der Hausaufgaben: bis Freitag, 15.11.2024 in Panda.



