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4. Ubungsblatt - Ausgewiihlte Losungen

Hausaufgabe 4.1 Seien X und I Mengen. Fiir jedes i € I, sei X; eine Teilmenge
von X. Nehmen Sie an, dass

XinX; =0 (i#7),

X:U&.

iel
Wir definieren eine Relation ~ auf X durch
1 ~xTy << esgibteini € I, sodass z1,22 € X;.

Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
Lésung:

Reflexivitit: Seixz € X. Weil X =
dass x ~ x.

Symmetrie: Seien x,y € X, sodass z ~ y. Es gibt ein i € I, sodass z,y € X;. Es
folgt, dass auch y ~ z.

Transitivitét: Seien z,y,z € X sodass © ~ y und y ~ z. Es gibt ein ¢ € I, sodass
z,y € X; und es gibt ein j € I, sodass y, z € X;. Weil y € X; N X, gilt X;NX,; # 0.
Es folgt, dass ¢ = j. Darum gilt z, z € X; und damit = ~ z.

i1 Xi gibt es ein i € I, sodass x € X;. Es folgt,

Hausaufgabe 4.2

(a) Bestimmen Sie alle Gruppenhomomorphismen (Z, +) — (Z, +).
Lésung: Fiir n € Z sei
bn T — T, ks kn.

Weil ¢, (k+1) = (k+1)n = kn+1n = ¢n(k) + ¢n(l), ist ¢, ein Gruppenhomo-
morphismus.

Sei jetzt ¢ : (Z,4+) — (Z,+) ein Gruppenhomomorphismus. Sei n = ¢(1) € Z.
Weil ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist gilt ¢(k) = kn fiir alle k € Z. Darum
gilt ¢ = ¢,,. Es folgt, dass jeder Gruppenhomomorphismus gleich ¢,, fiir ein
n € 7 ist.

(b) Bestimmen Sie alle Ringhomomorphismen (Z, +,-) — (Z,+, ).
Lésung: Die Identitét
d:Z—-7Z, k—k

ist ein Ringhomomorphismus. Wenn ¢ : Z — Z ein Ringhomomorphismus ist,
dann ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus (Z,+) — (Z,+) und es gilt ¢(1) = 1.
GeméB Teil (a) ist ¢ gleich ¢, fir ein n € Z. Da n = ¢,(1) = ¢(1) = 1, folgt,
dass ¢ = ¢1 = Id.



Hausaufgabe 4.3 Seien m,n € N. Bestimmen sie ob m teilbar ist durch n, wobei

(a) m =475 n =53.
Lésung: Da 53 eine Primzahl ist, gilt nach dem kleinen Satz von Fermat [z]°? =
[1]fiir jedes [z] € Z/53Z \ {[0]}. Darum gilt

[47)° = [1)[47]* = [47]* = [-6]* = [6]°[6] = [216][6] = [4][6] = [24].
Es folgt, dass 47°¢ nicht durch 53 teilbar ist.
(b) m = 2131 4 3238 4 542 » =79,
Lésung: Da 79 prim ist, gilt [2]™® = [1] fiir alle [z] € Z/79Z \ {[0]}. Es folgt,

dass
[m] = 2] + [3]**° + [5]** = [2°* + [3]* + [5]*.

Weiter gilt
[2]'0 = [2](2]* = [64][16] = [~15][16] = [—240] = [3]
und darum
2% = ([2]'°)*[2]°[2)° = [-3]*[-3][2]® = [81][-3][8] = [2][-24] = [-48] = [31].
Wir berechnen

[5]° = [125] = [46], [5]* =[230] =[-7], [5)® = [-7) = [49] = [-30]
[5]'6 = [~30]% = [900] = [31], [5]*2 = [31]% = [961] = [13]
[5]% = [5]*2[5]* = [-30][13] = [-390] = [-74] = [5].

Es folgt, dass [5]*? = [5]*°[5]2 = [5]® = [46]. Wir schlieflen daraus, dass
[m] = 217 + [3]* + [5]"* = [31] + [81] + [46] = [31] + [2] + [-33] = [0]

und damit, dass m teilbar durch 79 ist.

Hausaufgabe 4.4 Sei (R, +,-) ein Ring. Sei
R*:={z€R: esgibteiny € R,sodass z-y=y-z =1}
(Die Elemente in R* heiflen Einheiten.)

(a) Beweisen Sie, dass (R*,+) eine Gruppe ist.
Losung:

0. Seien x1,xs € R*. Es gibt y1,y2 € R, sodass
Tioy1=y1-r1=1 und zp-y2=y2 w2 =1
Es gilt
(x1-xz)~(y2~y1)=x1-($2-yz)-y1=x1~1-y1=x1-y1=1
und
(Yo-y1) (w1 -22) =yo-(y1-21) T2 =Y2-1 22 =yo- 22 = 1.

Es folgt, dass x1 - 2o € R*™.

1. Multiplikation in R ist assoziativ.



2. Das neutrale Element fiir Multiplikation 1 € R ist enthalten in R*, denn
1x1=1.

3. Sei x € R*. Nach Definition gibt eseiny € Rmit z-y=y-z =1, d.h. y
ist eine multiplikative Inverse von x. Es gilt y € R*, denn y-x =z -y = 1.

(b) Bestimmen Sie R*, falls R = Z/20Z.
Losung: Wenn x € R*, dann gibt es ein y € R, sodass z-y = y-x = 1. Fiir alle
z € R\ {0} gilt

(z-z) y=z-(x-y)=2-1=2+#0

Wenn z - z gleich 0 wére, dann (z - z) - y = 0. Es folgt, dass = - z # 0 fir alle
z € R\ {0}.
Sei n € Z. Wenn n teilbar durch 2 ist, dann ist 10n teilbar durch 20 und darum
[10][n] = [0]. Ebenso , wenn n teilbar durch 5 ist, dann ist 4n teilbar durch 20
und darum [4][n] = [0]. Darum gilt

R* C{[n] € R: n ist nicht teilbar durch 2 oder 5} = {[1], [3], [7], 9], [11], [13], [17],[19]}.

Es gilt
(1[1] = 1],
(3][7] = [7][3] = [21] = 1],
[9][9] = [81] = [1],
(11][11] = [121] = [1],
(13][17] = [17][13] = [221] = [1],
[19][19] = [361] = [1]
und darum

R ={[1],[3], [7], [9], [11], [13], [17], [19]}.

Hausaufgabe 4.5 Beweisen Sie den Satz von Schréder und Bernstein:

Seien X und Y Mengen. Wenn es injektive Abbildungen f: X - Y undg:Y — X
gibt, dann gibt es eine bijektive Abbildung h: X — Y.

Beweis: Wir definieren X := X und Y := Y. Wir definieren weiter X,, und Y,, fiir
n € N rekursiv durch

Y, = f(Xn-1), und Xn:=X\g(Y\Y,).

Wir definieren
X = ﬂ X, und Yo := ﬂ Y.
neN neN
Wenn z € X, dann = € X, fiir alle n € Ny. Es folgt, dass f(z) € f(X,) = Yai1
fiir alle n € No. Darum f(z) € (,ey, Ynt+1 = Npen Yn = Yoo. Dies zeigt, dass
f(Xo) C VY.

Wenn y € Yoo, dann y € Y,, = f(X,,—1) fir alle n € N. Fiir alle n € N gibt es
darum ein z,_1 € X,,_1, sodass f(x,_1) = y. Da f injektiv ist, gilt =, = z,, fiir
alle n,m € Nyg. Darum zg € X, fiir alle n € Ny und damit zg € X,. Dies zeigt,
dass die Abbildung

d: Xow 2 Yy, z+— f(x) (1)

surjektiv ist. Da f injektiv ist, folgt, dass (1) eine Bijektion ist.



Sei y € Y\ Y. Da

Y\ Ve =Y\ (ﬂ Yn> = J\v).

neN neN

gibt es ein n € N, sodass y € Y \ Y,,. Es folgt, dass g(y) € g(Y \ Y,) und da-
mit g(y) ¢ X\g(Y \Y,) = X,,. Weil es ein n € N gibt, sodass ¢g(y) ¢ X,, gilt
9(y) € X \ Xo. Dies zeigt, dass g(Y \ Yoo) € X\ X

Wenn z € X \ X, dann = ¢ X,,. Es gibt darum ein n € N, sodass =z ¢ X,, =
X\g(Y'\Y,). Esgilt z € g(Y'\Y,,). Darum gibt es ein y € Y \ Y,,, sodass g(y) =
Weil Y, CY,, ist y enthalten in Y\ Y. Dies zeigt, dass

Y\Ye = X\ Xeo, ¥+ 9(y) (

[\
~

surjektiv ist. Da g injektiv ist, folgt, dass die Abbildung (2) eine Bijektion ist.
Sei v: X\ Xoo = Y \ Y die Umkehrabbildung von (2). Wir definieren jetzt die
Abbildung

. f@) (z € Xao)
hiX =Y, W{vm (z€ X\ Xa)

Weil (1) und (2) (und damit auch v) bijektiv sind, ist h bijektiv.



