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4. Ubungsblatt - Ausgewiihlte Losungen

Prisenzaufgabe 4.3 Sein € N und sei X, :={1,2,...,n}. Weiter, sei
Sy i={o: X,, > X, : o ist bijektiv}.

(a) Zeigen Sie, dass S,, zusammen mit der Komposition o eine Gruppe bildet.
Beweis: Komposition ist assoziativ, denn

(oo(rom) (@) = o((ron)(x)) = o (v(n(x))) = (com)(n()) = ((cor)on) ()
fiir alle o, 7, € S, und =z € X,,. Die Identitéitsabbildung
dy, : X, > X,, z—uz

ist ein neutrales Element fiir Komposition. Wenn ¢ € S,,, dann ist ¢ bijektiv
und besitzt darum eine Umkehrabbildung ¢=! : X,, — X,,. Da 07! eine
Bijektion ist, gilt o' € S,,. Es folgt, dass (S, ) eine Gruppe ist.

Man nennt S,, die symmetrische Gruppe. Fiir ¢, j € X,, mit ¢ # j definieren wir

i (k=1
Tij ZXn—>Xn, k— 7 (k‘:])
ko (k#4,5)

Eine Element 7 € S,, wird eine Transposition genannt, wenn es ¢,j € X,, mit ¢ # j
gibt, sodass 7 =7 ;.

(b) Zeigen Sie, dass S,, durch Transpositionen erzeugt wird, d.h. fiir jedes Element
o € Sy, gibt es ein m € Ny und Transpositionen 7y, ..., T, sodass

O =T10T20 0Ty,

Beweis mit Induktion nach n: Wenn n = 1, dann S,, = {Idx, }. Die Aussage
ist erfiillt mit m = 0. Sei n € N, sodass S,, durch Transpositionen erzeugt
wird. Sei 0 € Sp4+1. Wenn o(n+ 1) # n + 1, dann gibt es ein k € X,,, sodass
o(k) =n—+1. Es gilt

(coThmi1)(n+1)=0(r(n+1)) =c(k) =n+1.

Da le 11 = Thntl reicht es zu zeigen, dass es ein m € Ny und Transpositionen
Ti,-..,Tm gibt, sodass 0 = 71 0 -+ o 73, unter der Annahme, dass o(n + 1) =
n+1. Es gilt 0(X,,) C X,,. Weil o bijektiv und X,, endlich ist, ist die Abbildung

d: X, = X, x—o(x)

eine Bijektion und damit erhalten in S,,. Nach der Induktionsvoraussetzung
gibt es ein m € Ny und Transpositionen 7, ..., 7, € Sy, sodas

6’:~107~—2...O7—m



Fiir 1 < 5 < m definieren wir

.. 7~—j(x) (:C € Xn)
T].Xn+1—>Xn+1a {TL+1 ($:n+1)

Es gilt 7j07; = Idx,,,. Darum sind die 7; Transpositionen. Insbesondere sind
die 7; bijektiv und es gilt 7; € S,41. Weiter gilt

(rio-om) (@)= (FroTe- - 07n)(z) =6(z) = o(x)
fir alle x € X,, und
(rio--omy)(n+1)=n+1=0(n+1).

Es folgt, dass 0 =110+ 0 7.
Priasenzaufgabe 4.5 Der fermatsche Primzahltest ist ein Primzahltest, der auf
dem kleinen fermatschen Satz beruht. Sei n € N mit n > 2. Wahle ein a € Z. Wenn
[a]"~t # [1], dann ist n keine Primzahl. Sonnst kénnte n eine Primzahl sein.
Betrachten Sie n = 57 und berechnen Sie [2]%6. Zeigen Sie damit, dass 57 keine

Primzahl ist.
Losung: Es gilt

und damit
(2% = [21**[20°[2)” = [~8][7)[4] = [~56][4] = [1]}4] = [4] # [1].

Es folgt, dass 57 nicht prim ist.



