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Lineare Algebra 1

5. Ubungsblatt

Prisenzaufgabe 5.1 Sei R ein Ring mit der Eigenschaft, dass xy # 0 fiir alle
xz,y € R* := R\ {0}. Wir definieren eine Relation auf R x R* durch

(m1,n1) ~ (m2,n2) & ming =man.
(a) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf R x R* ist.

Wir setzen K = (R x R*)/ ~ und schreiben 2 fiir die Aquivalenzklasse, die das
Element (m,n) enthilt.

(b) Seien (mqy,n1), (k1,101), (ma,n2), (k2,l2) € R x R* sodass (my,n1) ~ (ma, ng)
und (k1,11) ~ (ke,l2). Zeigen Sie, dass

(mily + kina, naly) ~ (mals 4 kang, nals),

(mlkl, nlll) ~ (mzkz, TL212)~

Die vorherige Teilaufgabe zeigt, dass die Aquivalenzklassen % und TZ—f nicht

von den Wahlen der Repriisentanten in den Aquivalenzklassen - und % abhéngen.
Daher koénnen wir eine Addition und Multiplikation auf K mit
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definieren.

(c) Zeigen Sie, dass (K, +,-) ein Korper ist.

(d) Zeigen, Sie, dass die Abbildung

R—>K, m— %
ein injektiver Ringmorphismus ist.
Wenn R = Z, dann ergibt diese Konstruktion den Kérper Q der rationalen Zahlen.
Priasenzaufgabe 5.2 Bestimmen Sie Polynomfunktionen ¢, : R — R, sodass
f=qg+r und deg(r) < deg(g),

wobei f,g: R — R gegeben werden durch
(a) f(z) =25 — 2+ 222 + 1 und g(z) = 2% + 1,
(b) f(z) =72% — 2% und g(x) = 23 — 1.



Priisenzaufgabe 5.3 Bestimmen Sie alle Untergruppen von (Z, +).

Priasenzaufgabe 5.4 Bestimmen Sie alle mogliche Produkte XY von Matrizen
1 1 0 1 2
X,Y € <§)3_11>,21—1,31
3 1 5 1 4
Priasenzaufgabe 5.5 Beschreiben Sie die Matrikmultiplikation
(a) : M(nx 1,K)x M(1 xn,K)— M(n xn, K)
(b) M(1xn,K)x M(nx1,K)— M(1x1,K)

explizit. Zeigen Sie, dass ®(A, B) fiir alle A € M(n x 1, K) und B € M(1 x n, K)
linear abhéngige Spalten hat.

Hausaufgabe 5.1 Bestimmen Sie Polynomfunktionen ¢,r : R — R, sodass
f=ag+r und deg(r) <deg(g),

wobei f,g: R — R gegeben werden durch

(a) f(x) =627 —2* — 322 + 1 und g(z) = 22% — 3,

(b) f(z) =52% + 2% und g(x) = z + 2.

Hausaufgabe 5.2 Sei Pol(R) die Menge der reellwertigen Polynomfunktionen auf

R und sei F(R,R) der reelle Vektorraum der Funktionen f : R — R. Zeigen Sie,
dass Pol(R) ein Unterraum von F(R,R) ist.

Hausaufgabe 5.3 Sie K ein Korper und seien Og, 1 € K die neutralen Elemente
fiir Addition bzw. Multiplikation. Wir definieren ¢ : Z — K durch

$(n) = 1k,
k=1

falls n € N, ¢(0) = 0k und ¢(n) := —¢(—n), falls n € —N. Sei
N:={neZ:¢(n)=0xg}.

(a) Zeigen Sie, dass ¢ ein Ringmorphismus ist.

(b) Zeigen Sie, dass N eine Untergruppe von Z ist.

(¢) Folgern Sie, dass es ein p € Ny gibt, sodass N = pZ := {kp : k € Z}.

(d) Zeigen Sie, dass p eine Primzahl ist oder p = 0.

Man nennt p die Charakteristik von K.



Hausaufgabe 5.4 Seien (20,%0), .-, (Zn,¥n) € R x R mit x; # z;, falls ¢ # j.
Gesucht sind Koeffizienten cg, . .., ¢, € R, sodass die Polynomfunktion n-ten Grades

n
p:R =R, xHchxj
j=0

die Gleichungen
p(zj)=y;  (j=0,....n) (1)

erfiillt.

(a) Zeigen Sie, dass dieses Interpolationsproblem auf das lineare Gleichungssystem
Ve =y, mit

1 =z x% R U1
1z 23 ... ay Y2
1 oz, 22 xy Yn
fiithrt.
(b) Fiir j =0,...,n sei
r — X;
Li:R—=R, z~—

itj Y

das j-te Langrange Interpolationspolynom. Zeigen Sie, dass
n
p:R =R, xHZijj
j=0

eine Losung von (1) ist.

(c) Fiir j=0,...,n selen Ly j,..., Ly, ; € R, sodass

Li(x) =Y Lpa*  (z€R)
k=0

und sei
Lo,o L071 e LO,n
Lig Lix ... L1y,
L= i ) ) )
Ln,O Ln,l v Ln,n

Zeigen Sie, dass VL = E mit E der Einheitsmatrix ist.

(d) Ist die Abbildung
Ty : R S RTL o Ve

bijektiv?

Abgabe der Hausaufgaben: bis Freitag, 22.11.2024 in Panda.



