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Hausaufgabe 5.1 Bestimmen Sie Polynomfunktionen ¢,r : R — R, sodass
f=qg+r und deg(r) <deg(yg),
wobei f,g: R — R gegeben werden durch

(a) f(z) =627 —2* — 322 + 1 und g(z) = 22% - 3,
Losung: Seien g,r : R — R fiir x € R gegeben durch

9 1 27 9 81 23
q(z) = 32° + 51‘3 — 5332 + T und r(z)=—x — —.

Dann gilt f = qg +  und deg(r) =1 < 2 = deg(g).

(b) f(x) =528+ 23 und g(x) = = + 2.
Liosung: Seien ¢,r : R — R fiir x € R gegeben durch

q(z) = 527 —102° +202° — 402" +-802% —1592% + 3182 —636 und r(x) = 1272.
Dann gilt f = gg + r und deg(r) =0 < 1 = deg(g).

Hausaufgabe 5.2 Sei Pol(R) die Menge der reellwertigen Polynomfunktionen auf
R und sei F(R,R) der reelle Vektorraum der Funktionen f : R — R. Zeigen Sie,
dass Pol(R) ein Unterraum von F(R,R) ist.
Liosung: Seien f, g : R — R Polynomfunktionen. Es gibt n,m € Ny und ¢, ...,c, €
R und dy,...,d, € R, sodass fiir alle x € R

fl@) = zn:ckmk und g(z) = idkxk.
k=0 k=0

Es gilt

max(n,m)
(f+9)@) = Y (cx+dp)t,
k=0
wobei ¢ := 0 fiir alle K > n und dj, := 0 fiir alle k > m. Es folgt, dass f+¢g € Pol(R).
Wenn ) € R, dann

n

A@) = _(Aex)z®  (z€R).

k=0
Darum gilt auch Af € Pol(R). Da die Konstante-0-Abbildung eine Polynomfunktion
ist, ist Pol(R) # ). Es folgt, dass Pol(R) ein Unterraum von F(R) ist.

Hausaufgabe 5.3 Sei K ein Korper und seien Og, 1x € K die neutralen Elemente
fiir Addition bzw. Multiplikation. Wir definieren ¢ : Z — K durch

$(n) == 1,
k=1

falls n € N, ¢(0) = 0x und ¢(n) := —¢(—n), falls n € —N. Sei
N:={neZ:¢n)=0x}



(a) Zeigen Sie, dass ¢ ein Ringmorphismus ist.
Beweis: Es gilt ¢(1) = 1x und ¢(0) = 0. Wenn n,m € N mit n > m, dann

fiir alle n € Z. Dies zeigt, dass ¢ ein Ringmorphismus ist.

(b) Zeigen Sie, dass N eine Untergruppe von Z ist.
Beweis: Wenn n,m € N, dann ¢(n +m) = ¢(n) + ¢(m) = 0x + 0x = O und
und damit n +m € N. Es folgt, dass N eine Untergruppe von Z ist.

(c) Folgern Sie, dass es ein p € Ny gibt, sodass N = pZ := {kp : k € Z}.
Beweis: Nach Prasenzaufgabe 5.3 ist eine Teilmenge G C Z genau dann eine
Untergruppe, wenn G = pZ fiir ein p € Ny.

(d) Zeigen Sie, dass p eine Primzahl ist oder p = 0.
Beweis: Wenn p = 1, dann 1 € N und darum 1x = ¢(1) = Og. Dies ist ein
Widerspruch. Wenn n > 4 nicht prim ist, dann gibt es a,b € Nmit 1 < a,b < p,
sodass p = ab. Dann gilt ¢(a)p(b) = ¢(ab) = 0. Es folgt, dass ¢(a) = 0x oder
¢(b) = 0. Darum a € N = pZ oder b € N = pZ. Da 1 < a,b < p ist, ist dies
ein Widerspruch. Es folgt, dass p = 0 oder p prim ist.

Man nennt p die Charakteristik von K.

Hausaufgabe 5.4 Seien (20,y0), ..., (Zn,yn) € R x R mit x; # z;, falls ¢ # j.
Gesucht sind Koeflizienten cg, . .., ¢, € R, sodass die Polynomfunktion n-ten Grades

p:R =R, xHchmj
§=0
die Gleichungen

erfiillt.



(a)

Zeigen Sie, dass dieses Interpolationsproblem auf das lineare Gleichungssystem
Ve =y, mit

1 zy 22 g Yo

1z a2 7 Y1
V= . . und y =

1z, 22 Ty Yn

fithrt.
Beweis: Die Gleichung (1) ist dquivalent zum Gleichungssystem

n

§ k
CoTy = Yo

k=0

n

k
E 1T = U1
k=0

k
D catly = Yo

k=0
und damit zum . i
Zk:o CoLg Yo
n k
Zkzo 17y W
VC = . = . = y.
n ’ k
Zk:o CnTy, Yn
Fir j=0,...,n sei
T — x;
Li:R-R, o [[—
Tj — Ty

i#]

das j-te Langrange Interpolationspolynom. Zeigen Sie, dass
n
p:R =R, zHZijj
§=0

eine Losung von (1) ist.
Beweis: Jede Abbildung z — "L ist eine Polynomfunktion von Grad 1.
=T

Darum ist sind die L; Polynomfunktionen von Grad n und. Es folgt, dass p =
Z?:o y;L; eine Polynomfunktion von Grad kleiner gleich n ist. Weiter gilt

L ={ 5 54

und damit

p(xk) Zzijj(!Ek;) =Yk (k=0,1,2,...,n).
=0

(c) Fir j=0,...,n selen Ly ,..., L, ; € R, sodass

Li(x) =Y Lijz*  (z€R)
k=0



und sei

Loo Lox --- Lon

Lio Lix ... Lipn
L= . . .

Lpo Lpi ... Luy

Zeigen Sie, dass VL = E mit E der Einheitsmatrix ist.
Beweis: Seien 0 < 4,7 < n. Es gilt

n n
o o kro ooy 1 =k
(VE)is = 3 Vsl = Yot tas = Loten) = { ()71
und darum
1 0 0 0
0 1 0 0
VL= :
0 0 1 0
0 0 0 1

Ist die Abbildung

Ty : R 5 R s Ve
bijektiv?
Losung: Wir werden zeigen, dass Ty bijektiv ist.

Wenn y € R"™!, dann gilt fiir ¢ = Ly, dass
Ty(c)=Ve=VLy=Idy =y.

Es folgt, dass Ty surjektiv ist. Wenn v,6 € R"*! und Ty (y) = Ty (d), dann
Ty (v —9). Sei ¢ = — 4. Dann Ty (¢) = 0. Die Polynomfunktion

erfiillt

p(xo) = p(x1) = -+ = p(zn) = 0.
Da z; # x;, falls i # j, besitzt p mindestens n 4 1 unterschiedliche Nullstellen.
Ein Polynomfunktion von Grad kleiner gleich n ist die Nullfunktion oder besitzt
maximal n Nullstellen. Es folgt, dass p die Nullfunktion ist. Dies zeigt, dass ¢ = 0
und damit v = §. Es folgt, dass Ty injektiv ist.



