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Lineare Algebra 1

6. Ubungsblatt

Hausaufgabe 6.1 Bestimmen Sie alle Nullstellen mit Multiplizititen von p(x) €
Clx], wobei

_9.6_ 3.5 _ 105 4 15,3 | 2852 9
(a) p(w) = 32° — 52° — “pPa* + 2a° + P2° — 242 + 3.
Losung: Es gilt

1 1 31 105 1 151 2851 1 9 3-3-1054154570— 768 4 288
=3 _Z. - Y - oy 9l — =0
p<2) 64 232 4 16+8 8+ 8 4 2+2 64
und
1
fp(m):x6—§w5—%4+§x3+%5x2—8x+g
1
:(x—§>x5—%x4+gx3+98—5x2—8x+g
1 35 30 95 3
= (o) (- G0) - g e et s
1 35 30 3
:(az—i)(aé—zﬁ—gﬁ)+10x2—8x+§
1 35 30 3
:(x—i)(aﬁ—qxi{—gxz—l—l()x)—395—1—5
1 35 30
:(m—§)(x5—1x3—§x2+10x—3).
Sei py(z) = 2% — 22% — 032 4+ 10z — 3. Es gilt
1 1 3 1 30 1 1 1—-35—-30+ 160 — 96
- == -=-—.-410-=- -3 = =0
p1(2> 32 28 8 1773 32
und
pi(z) = 57%:&)’ 380x2+10173
N, 1, 35 45 30,
frng —_ = - 1 _
(ac 2) +52t - —a? + 1023
1 1 17 3
= (o= g) (et ge) - 5ot - et 1003
1 1 17
:(m—i)(x4+§x3—?x2)—8x2+10x—3
1 1 17
:(x—i)(a:‘l—i—gx?’—?ﬁ—&v)+6:C—3
1 1 17
:(:C—E)(x4+§x3—?x2—8x+6).

3 — 1 17 .
Sei pa(x) = &t + 323 — Ta? — 8z + 6. Es gilt

1 1 1 1 17 1 1 1+1—-34—64+96
r(z)=%+35" 33 %35+° 16 =0




und

1 17
pa(z) = 2t + 5.’1?3 - ?mZ —8x+46

17
(x—f)x3+x3——x2—8x+6
2
= (x—f)(a:‘n’—i—asQ) — 822 -8z +6
( )(x3+x2—8x)—12x+6
(3:— )(3:3+x2—8x—12>.
Sei p3(z) = 2 + 2% — 8z — 12. Bs gilt

N1 1 1 142-32-96 —125
)= 4--8.--12= - 0
p3<2) sT1 2 8 g 70

p3(—2) = —84+4 —8(—2) — 12 =0,

und

p3(z) = 2% + 2% — 8 — 12
(33—|—2)x2—x2—8x—12

(x+2)(x2—x)—6:v—12
(1}4*2)(‘%2*‘%*6)
(z+2)(z+2)(z—3)
(z+2)°(z - 3).

Es folgt, dass

Die Nullstellen von p(z) sind damit % mit Multiplizitat 3, —2 mit Multiplizitit
2 und 3 mit Multiplizitat 1.

(b) p(x) = 22° — (2 + 14i)x* — (36 — 14i)x> + (36 + 40i)z2 + (16 — 404)z — 16.
Losung: Es gilt

p(1) =2 — (24 14i) — (36 — 147) + (36 + 40i) + (16 — 40i) — 16 = 0.

und

1
5p(x) =25 — (1 4+ 7i)z* — (18 — 7i)x® + (18 + 20i)2> 4 (8 — 20i)x — 8

= (z — 1)a* — Tiz* — (18 — 7i)2® + (18 + 204)z” + (8 — 20i)x — 8
= (& —1)(2* — 7iz®) — 182" + (18 + 20i)2* + (8 — 20i)x — 8

= (z —1) (2" — Tiz® — 182%) + 20iz” + (8 — 20i)x — 8

= (z—1) (2" — Tiz® — 182% + 20iz) + 8z — 8

= (z —1)(z* — Tiz® — 182® 4 20ix + 8).
Sei p1(z) = 2* — Tia® — 1822 + 20ix + 8. Es gilt

pr(1)=1—7i— 18 +20i + 8 = —9 + 13i # 0,
p())=1—Ti-(—i)—18-(=1)+20i - i +8=1—-7+18-20+8 =0



und
p1(z) = 2t — Tiz® — 1822 + 20iz + 8
= (2 —i)2® — 6iz® — 182° + 20iz + 8
= (z — 1) (2® — 6iz?) — 122° + 20iz + 8
= (z — i) (2® — 6iz® — 122) + 8iz + 8
= (z —1i)(2® — 6iz® — 122 + 8i).
Sei pa(x) = 23 — 6iz? — 122 + 8i. Es gilt
pa(i) = —i — 6i- (—1) — 12i + 8i = —9i # 0
pa(2i) = —8i — 6i- (—4) —12-2i + 8 =0

und
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Es folgt, dass

p(z) =2(z—1)(z —i)(z — 2i)3.
Die Nullstellen von p(z) sind damit 1 mit Multiplizitit 1, ¢ mit Multiplizitéit 1
und 2¢ mit Multiplizitat 3.

Hausaufgabe 6.2 Seien m,n € N. Sei V ein Vektorraum {iber einem Korper K.
Nehmen Sie an, dass dim(V) = n und |K| = m. Zeigen Sie, dass

V] =m™.
Lésung: Weil dim(V) = n gibt es eine Basis von V mit genau n Elemente. Sei
{v1,...,v,} eine Basis. Da jedes v € V eindeutig als Linearkombination v =
Z?Zl ¢;v;, mit ¢1,. .., ¢, € K, geschrieben werden kann, gilt

V= H{(c1,.. y¢n) i c1y..oy0n € K} = |K"| = |K|"
Wenn |K| = m, dann folgt |V| = m™.

Hausaufgabe 6.3 Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Paare von Vektorrdumen
V iiber R und Teilmengen U von V', ob U ein Unterraum von V ist und bestimmen
Sie gegebenenfalls eine Basis und die Dimension von U.

(a) V=R% U= {((xl;_ x2> €ER? :xy,25 € R}-
2

U:{@) eR2:x,yeR}:R2.

Damit ist U ein Unterraum. Die Menge { ((1)> , (?) } ist eine Basis von U und

Lésung: Es gilt

die Dimension von U ist daher gleich 2.



w)V—R{U—{C“;“>eR%theR}
2
Losung: U ist kein Unterraum. Es gilt

o= () wenmee){() ex--exvens)
2

und darum (0,1) € U, aber (—1)-(0,1) = (0,-1) ¢ U.
() V=R, U={zeV:x =213}

Lésung: U ist ein Unterraum

e OcU

e Wenn z,y € U, dann (x +y)1 = 21 + 41 = 225 + 2y3 = 2(x + y)3 und
darum z +y € U.

e Wenn z € U und X € R, dann (Az); = Az; = A223 = 2(Ax)3 und darum
AreU.

Wenn x € U, dann xy = 23, und darum

x = (2¢,b,¢,d) = b(0,1,0,0) + ¢(2,0,1,0) + d(0,0,0,1)

fiir bestimmte b, ¢, d € R. Es folgt, dass U = span({(0, 1,0,0), (2,0, 1,0),(0,0,0,1)}).

Wenn b, ¢,d € Rund b(0,1,0,0)+¢(2,0,1,0)+d(0,0,0,1) = O, dann (2¢,b, ¢, d) =
(0,0,0,0) und damit b = ¢ = d = 0. Die Menge {(0, 1,0,0), (2,0,1,0),(0,0,0,1)}
ist deshalbe eine Basis von U. Die Dimension von U ist gleich 3.

(d) V=R, U={zeV:2?—23=0}
Lésung: U is kein Unterraum: (1,1,0,0),(1,—1,0,0) € U, aber

(17 17030) + (13 71,070) = (270a070) ¢ U.

Hausaufgabe 6.4 Sei K ein Korper und n € N. Zeigen Sie, dass
U = {A € Mat,, ,(K) : A ist eine obere Dreiecksmatrix}

ein Unterring von Mat,, ,(K) ist.
Liosung: Wenn X = (z; j)1<i<n € Maty, »(K), dann gilt genau dann X € U, wenn

1<j<n

x;; = 0 fiir alle 1 < j < ¢ < n. Die Einheitsmatrix I,, besitzt diese Eigenschaft
und darum I,, € U. Fir alle X = (2 )1<i<n, Y = (Yi,j)1<i<n € U folgt fiir alle

1<j<n 1<j<n
1<j<i<n
(X+Y)ij =zij+yi;=0+0=0,
n
(XY)ig =Y @irthj= Y Tikyh; =0
k=1 i<k<j
Die letzte Summe ist gleich 0 weil ¢ > j. Es folgt, dass X + Y, XY € U. Wenn
X = (@ij)1<i<n, dann gilt (=X);; = —x;; = 0 fir alle 1 < j < ¢ < n. Darum
1<j<n
—X € U. Es folgt, dass U ein Unterring von Mat,, ,, (K) ist.
Hausaufgabe 6.5 Sei Pol(R) der Vektorraum aller Polynomfunktionen R — R.
Sei V := {p € Pol(R) : deg(p) < 2} und seien pi,ps, p3s € V gegeben durch
prirz—aitar+1
poix— 2+ 241
p3:x+— 3r+ 1.



(a)

Zeigen Sei, dass {p1,p2,ps3} eine Basis von V ist.
Lésung: Seien c¢q1,cq,c3 € C. Wenn c1p1(x) + copa(x) + caps(z) = 0 fiir alle
z € R, dann gilt

(c1 + c2)x?® 4 (c1 4 2¢0 4 3¢3)x + (c1 + ¢ + ¢3)
=ci(?+o+1)+ea(x® +20+1) +e3(3z+1)
= c1p1(w) + cap2(z) + caps(x) =0

fir alle z € R. Es folgt, dass
ci+ca=0, c1+2c2+3c3=0 and c¢;+co+c3=0
und darum

cs=(c1+eca+c3)—(c1+¢)=0,
Co = (Cl+202+363) — (Cl —I-CQ) —3c3 =0,
c1=(c1+ca) —ca=0.

Dies zeigt, dass p1, p2 und p3 linear unabhéngig sind.

Wenn dy, dy,ds € C, dann gilt fiir alle z € R
(—=da — di + 3do)p1(z) + (2d2 + d1 — 3do)p2() + (do — d2)p3(z)
- ((fd2 —dy +3do) + (2dy + dy — 3d0)>x2
+ ((—da — dy + 3do) +2(2d5 + dy — 3do) + 3(do — da) )=
+ ((—cz2 —dy + 3do) + (2d2 + dy — 3do) + (do — dg))
= dpx® + dyz + do
Es folgt, dass span({pl,pg,pg}) =V.
Fir j =0,1,2, sei ¢; € V gegeben durch
g; : R =R, x— 2.

Schreiben Sie ¢1, g2 und g3 als Linearkombinationen von p1, ps und ps.
Lésung: Fiir alle x € R gilt

3p1(x) — 3p2(x) +p3(x) =1,
(@) + pala) =,
— p1(z) + 2po () — p3(z) = 2.

Es folgt, dass

3p1 — 3p2 + P3 = qo,
—p1+p2 =qu,
—p1+2p2 —p3 = qo.



