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Lineare Algebra 1

6. Ubungsblatt

Prasenzaufgabe 6.1 Gegeben seien die Vektoren

3 -1 0 1 —2 4
]2 ]2 3 1 4 0
U1 = 1 71)2 - 3 ,'U3 - 4 71)4 - 1 )U5 - 6 71)6 - _2
0 -1 0 1 -2 1
im R%.

(a) Zeigen Sie, dass
Vg = V3 — U2, U5 =202, Ug=UV1— Vs
Lésung: Es gilt

vy —ve = (0,3,4,0) — (—1,2,3,-1) = (1,1,1,1) = vy,
Us = (7274a67 72) = 2(7172733 71) = 2vy,
V1 — U2 = (3727 1a0) - (_132737 _1) = (4707 _23 1) = VUs-

(b) Bestimmen Sie eine Basis B von V = span({v; : 1 < j < 6}) mit
B & {vj:1<j<6}.

Lésung: Wir behaupten, dass v1, v und vz linear unabhéngig sind. Um dies zu
beweisen, seien cq, co, c3 € R und nehme an, dass civy + covg + c3v2 = O. Dann
gilt

301—82:0
2c1 +2c0+3c3 =0
Cl+362+403:0

76210

Aus der letzten Gleichung erhalten wir ¢ = 0. Die erste Gleichung ergibt dann
c1 = 0. Da ¢; = ¢cg = 0 ist, zeigt die zweite Gleichung, dass ¢z = 0. Dies zeigt,
dass v1,v2 und vz linear unabhéngig sind.

Wenn w € span({v1,v2,v3}), dann sind vy, ve, v3, w linear abhéngig. Um dies zu
zeigen, seien ¢y, co, c3 € R so, dass w = ¢1v1 +cova+c3v3. Dann gilt ¢1v1 +cova+
csv3 + (—1)w = O. Weil —1 # 0, folgt, dass vy, ve, vs, w linear abhiingig sind.
Aus (a) folgt, das {v1,v9,v3} eine maximale Teilmenge von linear unabhiingige
Vektoren und damit eine Basis von V ist. Darum gilt dim(V') = 3. Es folgt,
dass jede Teilmenge von 3 linear unabhéngige Vektoren eine Basis von V ist.

Weil vy, v9, v linear unabhéngig sind, sind auch 2vy, vs, v3 linear unabhéngig.
Die Menge {2v1,v2,v3} ist damit eine Basis. Es gilt 2v; # v; firalle 1 <35 <6
und darum ist {2v1,v2,vs} nicht in {v; : 1 < j < 6} enhalten.



(c) Bestimmen Sie alle méglichen Teilmengen B C {v; : 1 < j < 6}, sodass B eine
Basis von V ist.
Lésung: Weil dim(V) = 3, besitzt jede Basis von V genau 3 Elemente. Sei
B C {v; :1<j <6} mit |B|] = 3. B ist genau dann eine Basis, wenn die
Elemente von B linear unabhéngig sind. Es gibt (g) = 20 Teilmengen B von
{v1, v2,v3,v4,v6} mit |B| = 3. Weil vy, v2,vs linear unabhéngig sind, folgt nach
(a), dass
o vy ¢ span({v, va}),
e vy ¢ span({vy,vs}),
e vg ¢ span({vy,vs}),
e vg ¢ span({va,v3}),
o vy ¢ span({v1, ve}) = span({v1, v2}),
o vy & span({vz, ve}) = span({vy, v2}),
e ug ¢ span({vs,vs}) = span({vg,v3}).

Darum sind

1. B ={v,v9,v3},
2. B={vy1,vs,v4},
3. B={v1,vs,v4},
4. B ={vy,v3,v6},
5. B={v1,v4,06},
6. B = {ve,vs,v6},
7. B ={vs,v4,v6},
8. B = {vs,vs,v6}

Basen. Nach (a) sind

9. B ={vg,vs3,v4},
10. B = {1)1,1)27’06}

keine Basen.
Weil vs = 2vs, folgt aus den Féllen 1, 2, 6, 7, 9 und 10, dass
11. B = {vy,vs5,v3},
12. B = {v1,vs5,v4},
13. B = {vs,v3,v6},
14. B = {vs,v4,v6},

Basen sind und

15. B = {1}5,’1}3,’04}7
16. B= {’Ul,’l)5,’l)6}
keine Basen sind. Wenn vo, v5 € B dann ist B keine Base. Darum sind
17. B= {1)1,1)27’05}7
18. BZ {U27U3,U5},
19. B: {’Ug,’l}4,’l)5}7
20. B = {vq,vs,v6}

keine Basen.



