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7. Ubungsblatt

Prisenzaufgabe 7.1 Sei K ein endlicher Kérper und R : K[X] — Pol(K) die Abbildung, die
jedem Polynom die entsprechende Polynomfunktion zuordnet. Sei n = |K| und seien z1,...,2,
die Elemente von K.
(a) Sei q(X) = [/, (X — z;) € K[X]. Zeigen Sie, dass R(q(X)) = 0.
(b) Zeigen Sie, dass ker(R) = {q(X)p(X) : p(X) € K[X]}.
(c) Zeigen Sie, dass R(1), R(X),..., R(X"1) € Pol(K) eine Basis von Pol(K) bildet.
(d) Zeigen Sie, dass jede Abbildung f : K — K eine Polynomfunktion ist.

)

(e) Sei jetzt p eine Primzahl und K = F),. Zeigen Sie, dass ¢(X) = X? — X.
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Prisenzaufgabe 7.2 Sei V = C? und sei U = spang i, 1 C V. Bestimmen Sie
0
Unterrdume W, sodass
(a) V=UaW.
(b) V =U + W, aber V nicht die direkte Summe von U und W ist.
() U+ W £V.

Priasenzaufgabe 7.3 Sei V ein Vektorraum und seien U und W Unterriume. Zeigen Sie, dass

dim(U + W) = dim(U) 4+ dim(W) — dim(U N W).

Prisenzaufgabe 7.4 Fiir ¢t > 0 sei

1
Reg— R —_—
ft >0 3 X T+t

Zeigen Sie, dass die Teilmenge @ = {f; : t > 0} von F(Rs0,R) linear unabhingig ist.

Prasenzaufgabe 7.5 Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Eine Projektion auf V ist
eine lineare Abbildung P :V — V, sodass Po P = P.

(a) Seien U und W Unterrdume von V, sodass V.= U @ W. Sei P : V. — V eine Abbildung
gegeben durch
Plu+w)=u (ueU,weW).

Zeigen Sie, dass P eine Projektion ist.
(b) Nehmen Sie an, dass P : V — V eine Projektion ist. Zeigen Sie, dass
V =Im(P) @ ker(P)

und
Plu+w)=u (u € Im(P), w € ker(P)).



Hausaufgabe 7.1 Seien V und W Vektorrdume iiber einem Korper K und sei f : V — W eine
lineare Abbildung. Sei U ein Unterraum von W.

(a) Zeigen Sie, dass das Urbild f~1(U) von U unter f ein Unterraum von V ist.
(b) Zeigen Sie, dass Ker(f) C f~1(U).
(¢) Zeigen Sie, dass dim (f~'(U)) = dim (U N Im(f)) + dim (Ker(f)).

Hausaufgabe 7.2 Sei V = Clz] betrachtet als Vektorraum iiber K = C. Seien V4 und V_
gegeben durch

Vi = {p(x) € Clx] : p(—x) = £p(x)}.

Zeigen Sie, dass V =V @& V_. Geben Sie eine Basis von V; und eine Basis von V_ an.

Hausaufgabe 7.3 Sei K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K von Dimension n € N. Sind
die folgenden Aussagen wahr oder falsch (Beweisen Sie Thre Antwort)

(a) Sind U,W C V Unterrdume mit dim(U) + dim(W) > n, so gilt U N W # {0}.

(b) Sei K = Z/3Z und V = (Z/3Z)%. Sei U C V ein Unterraum von Dimension 2 und W C V
ein Unterraum mit V = U @ W. Dann gilt |W| = 27.

(c) Ist B C V\ {0} mit |B| > n, dann enthélt B eine Basis von V.

Hausaufgabe 7.4 Sein € Ny und
(x,y) = ijyj (z,y € R™)
j=1

das iibliche Skalarprodukt auf R™.

(a) Zeigen Sie: Ist U ein Unterraum von R™, dann ist
Ut :={yeR": (u,y) =0VuecU}
ein Unterraum von R” mit U N U+ = {0}.
(b) Seien ey, ..., e, die Standardbasisvektoren in R™ und
U :=span{e; + - -+ e,}.

Bestimmen Sie eine Basis von U~. Zeigen Sie, dass R* = U @ U™,

(c) Sei {0} # W C R" ein weiterer Unterraum. Nehmen Sie an, dass eine Basis wy, ..., wy von
W existiert mit
1 i=j
w;i, w;) =
(wir ;) {o i # j.

Zeigen Sie, dass dann R” = W @ W+ gilt.
Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung P : R" — R"™, x — Z?:1<:L',wi>wi. Zeigen Sie, dass
P eine Projektion ist.

Abgabe der Hausaufgaben: bis Freitag, 6.12.2024 in Panda.



