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7. Ubungsblatt — Losungen

Hausaufgabe 7.1 Seien V und W Vektorrdume iiber einem Koérper K und sei f : V — W eine
lineare Abbildung. Sei U ein Unterraum von W.

(a) Zeigen Sie, dass das Urbild f~!(U) von U unter f ein Unterraum von V ist.
Liosung: Da f(Oy) = Ow € U gilt Oy € f~1(U). Wenn z,y € f~1(U), dann f(z), f(y) € U.
Weil U ein Unterraum und f linear ist, gilt f(z+y) = f(z)+f(y) € U. Es folgt z+y € f~1(U).
Wenn z € f~1(U) und X € K, dann f(z) € U und darum f(Azx) = Af(x) € U. Es folgt
Az € f~Y(U). Dies zeigt, dass f~1(U) ein Unterraum von V ist.

(b) Zeigen Sie, dass Ker(f) C f~1(U).
Lésung: Ein Element x € V ist genau dann enthalten in Ker(f), wenn f(x) = Op . Weil
Ow € U, folgt z € f~1(U) fiir alle z € Ker(f).

(c) Zeigen Sie, dass dim (f~'(U)) = dim (U NIm(f)) + dim (Ker(f)).
Lésung: Wenn XY endlich dimensionale Vektorrdume iiber K sind und ¢ : X — Y linear ist,

dann gilt
dim(X) = dim (Ker(¢)) + dim (Im(¢))

Wir betrachten jetzt X = f~1(U), Y =W und ¢ : f~}(U) = W, 2+ f(z). Dann gilt
Im(¢) = f(f~H(U)) = U NIm(f)
und Ker(¢) = Ker(f). Es folgt
dim (f~'(U)) = dim (U NIm(f)) + dim (Ker(f)).

Hausaufgabe 7.2 Sei V = Clxz] betrachtet als Vektorraum iiber K = C. Seien V; und V_
gegeben durch

Vi = {p(x) € Clz] : p(—x) = £p(x)}.
Zeigen Sie, dass V' =V, & V_. Geben Sie eine Basis von V; und eine Basis von V_ an. Ldsung:
Seien By := {z% : k € Ng} C Vy und B_ = {2?**1 : k € No} C V_. Seip(z) = >_;_, cka® € Clz].
Wenn p(x) € V,, dann

p(@) = 3p(@) + 5p(@) = 5p(=a) + gp(e) = 5 D _(-Dfera® + 33 era”
k=0 k=1
1 n
=52 (D +1)ea’ = 37 ena® € span(B.).
k=0 0<k<n
k gerade

n

p(a) = 2p(a) + Spla) = —5p(—2) + £pla) = —2 S (et + 2 Y et
k=0 k=1

- %Z (= (=DF +1)era® = Z crz® € span(B_).

k=0 0<k<n
k ungerade



Es folgt, dass Vi = span(By). Wenn n € N und ¢y = c1,...,¢, € C, sodass p(z) = > p_, cka”
das Nullpolynom ist, dann gilt deg (p(x)) = deg (0) = —o0. Darum gilt ¢ = ¢ =+ =¢, = 0.
Es folgt, dass By U B_ eine Menge von linear unabhéingige Elemente ist. Darum ist auch By eine
Menge von linear unabhéngige Elemente und deshalbe eine Basis von V..

Hausaufgabe 7.3 Sei K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K von Dimension n € N. Sind
die folgenden Aussagen wahr oder falsch (Beweisen Sie Thre Antwort)

(a) Sind U,W C V Unterrdume mit dim(U) + dim(W) > n, so gilt U N W # {0}.
Losung: Wahr. Seien k = dim(U) und I = dim (W) und sei {u1, ..., ux} eine Basis von U und
{wy,...,w; } eine Basis von W. Weil k+{ > n = dim(V) sind die Vektoren uy, ..., ug, w1, ..., w;
linear abhéngig. Es gibt darum ¢y, ...,cg,dy,...,d; € K sodass

k l
Zciui + Zdjwj =0
i=1 j=1

und ¢; # 0 fiir ein ¢ oder d; # 0 fiir ein j. Wenn Zle ciu; = O wére, dann wire 2221 djw;
gleich O. Weil {uy,...,ug} und {wy,...,w;} Basen von U bzw. W sind, wiirde folgen, dass
g =+ =c¢cp,=dy =+ =d; =0. Darum gilt Ele ciu; # O. Weil Zle c;u; € U und
Zle ciu; = — Z;‘:l d;jw; € W, folgt, dass Z;zl djw; € (UNW)\ {0}

(b) Sei K = 7Z/3Z und V = (Z/37)°. Sei U C V ein Unterraum von Dimension 2 und W C V
ein Unterraum mit V = U @ W. Dann gilt |W| = 27.
Losung: Wahr. Weil V- = UaW gilt dim(W) = dim(V)—dim(U) = 5—2 = 3. Sei {w1, wa, w3}
eine Basis von W. Dann ist die Abbildung

(Z/3Z)* = W, (c1,¢2,¢3) = crwy + cowa + caws
eine Bijektion. Darum gilt

\W|=(Z/32)%| = |Z/3Z|® = 3° = 27.

(c) Ist B:={v1,...,0m} €V \ {0} mit m > n, dann enthilt B eine Basis von V.
Losung: Wahr wenn n = 0 oder n = 1, sonnst falsch. Wenn n = 0, dann ist die leere Menge
eine Basis von V. Wenn n = 1, dann besitzt jede Basis von V' genau ein Element. Fiir jedes
v € V\{O} ist die Menge {v} eine Basis von V. Wenn n > 2, dann besitzt jede Basis von V/
mindestens 2 linear unabhéngige Vektoren. Sei v € V' \ {O}. Die Vektoren v und Av sind fiir
alle A € K linear abhingig. Sei B = {jv: j € N,j < m}. Dann ist A C B genau dann eine
Teilmenge von linear unabhingige Vektoren, wenn |A| < 1. B enthilt darum keine Basis.

Hausaufgabe 7.4 Sei n € Ny und
(x,y) = Zx]—yj (z,y € R™)
j=1

das iibliche Skalarprodukt auf R™.
(a) Zeigen Sie: Ist U ein Unterraum von R™, dann ist
Ut :={yeR": (u,y) =0Yuec U}

ein Unterraum von R mit U N U+ = {0}.
Lésung: Fiir alle v € U gilt (O,u) = 0 und darum O € U+. Wenn z,y € U+, dann gilt fiir
alle u € U, dass

(+y,u) = (z,u)+(yu) =0+0=0



und darum z +y € U+. Wenn 2 € U+ und A € R, dann gilt fiir alle v € U, dass
Az, u) = Mz,uy =X-0=0

und darum Az € U+. Dies beweist, dass U+ ein Unterraum ist. Wenn « € U N U+, dann gilt

Es folgt u = O. Darum gilt U N U+ = {O}.
Seien ey, ..., e, die Standardbasisvektoren in R™ und
U :=span{e; + - - +e,}.

Bestimmen Sie eine Basis von U~. Zeigen Sie, dass R* = U @ U~L.
Lésung: Fiir 1 <i<nund A € R gilt

(ei —eix, AMer+ea+-Fey)=A—-A=0

und darum e; — e;41 € UL, Seien ¢,cy,...,c,—1 € R und nehme an, dass cle+ey+ -+
en) + 27;11 Cj (6]‘ - €j+1) = 0. Dann gilt

0:<C(61+62+...+en Z ej_,’_l €1+62+"'+€n>

:<C(61+62+"'+6n),61+62+ —|—6n>—|—ZCJ ej —ejt1), 61+62+~~~+6n>

:C<€1+62+"'+6n,61+62+"'+€n>:TLC

und darum ¢ = 0. Weiter gilt

n—1
g cj —eﬁ_l =ci1e1 + E —Cj— 1 — Cn—1€n-
Jj=1

Weil {eq,...,e,} eine Basis von R™ ist, folgt ¢; =0, co —c1 =0, c3—co =0, ..., ¢po1 —
Cn—o = 0, und —c,_7 = 0. Die erste Gleichung impliziert ¢; = 0. Die zweite Gleichung
impliziert dann ¢ = 0. Die dritte Gleichung impliziert dann c3 = 0 und so weiter. Es folgt

c=c¢ =c¢c = - =cp_1 = 0. Darum sind e; + --- 4+ e,,€1 — €9,...,€,_1 — €, linear
unabhiingig und ist {e; + - -+ e,,e1 —e€2,...,€,_1 — €, } eine Basis von R™.
Weil ey + -+ + e, ¢ UL gilt U+ # V und darum dim(U+) < n — 1. Da {e; — e, €2 —
€3,...,6n_1 — €} eine Teilmenge von linear unabhingige Elemente in U+ ist, folgt, dass
dim(U+) = n — 1. Insbesondere ist {e; — ez, €3 —€3,...,€,_1 — €, } eine Basis von U~.
Da{es+ - -+epn,e1 —e€2,...,6,_1 — €,} eine Basis von R" ist, gilt

U+ Ut =span(e; + - - “+en})+span({e; — ez, ea —e3,...,6p_1 —€n})

= Span(e1 +--+ent, {1 —eaea —es3,...,en1 —ep}) =R

Nach (a) gilt U N U+ = {O}. Es folgt, dass R" = U @ U+.
Sei {0} # W C R" ein weiterer Unterraum. Nehmen Sie an, dass eine Basis wy, ..., w; von

W existiert mit
1 1=
Wy, Wi) = T
(wi, ;) {0 o



Zeigen Sie, dass dann R” = W @ W+ gilt.
Lésung: Nach (a) gilt W N W+ = {O}. Es ist darum zu zeigen, dass W + W+ = R". Sei
v € R™. Es gilt

=

Z v w] w; € Span({wl,---awk}) =W

j=1

Fiir alle ¢1,...,cx € R gilt

k k k
<U—Zv w; wj,Zcsz :Zci< Zv w]>wj,wl>
Jj=1 = =1 Jj=1
k
=ch(<v,wl>—z<v,w] wJ,wl> ch<vwl vwl)zO
=1 j=1 1=1

Darum gilt v — S2%_ (v,wj)w; € Wt. Es folgt, dass

k k
sz(v,w] w; + ( va] w])EW—i—WJ‘.

=1 j=1

Weil dies gilt fiir jedes v € R”, folgt R™* = W 4+ W+,



