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Lineare Algebra 1

8. Ubungsblatt — Lésungen

Prasenzaufgabe 8.1 Sei K ein Korper und seien a,b,c,d € K. Beweisen Sie, dass (i Z)

genau dann invertierbar ist, wenn ad — bc # 0.

Priasenzaufgabe 8.2 Sei K ein Korper und m,n € N. Fiir

ai,i ai 2 e a1,n
az1 a2 ... d42n

A= . . ) ) € M(m xn,K)
am,1 Am2 ... Amn

definieren wir die transponierte Matrix AT € M(n x m, K) durch

a1 a1 ... Gm

T 1.2 a2 2 e A, 2
At = . . ) . € M(nxm,K)

1n A2 ... OGmmn

a) Seik € Nund seien A € M(mxk, K)und B € M(kxn, K). Zeigen Sie, dass (AB)T = BT AT,
(a) : : g :

(b) Fiir z,y € K", sei (x,y)n := Y ._, Tkyx. Leigen Sie, dass (z, Ay), = (ATz,y), fir alle
xe K™ ye K" und A€ M(m xn, K).

(c) Fiir S C K™ definieren wir das Orthokomplement S+ von S durch
Sti:={z e K": (z,y), =0 fiir alle y € S}.

Zeigen Sie, dass Ker(A) = (Bild(AT))J‘ fiir alle A € M(m x n, K).
1 2 3 . s s .
15 6 und sei T4 : R® — R* die lineare Abbildung x — Ax.
Bestimmen Sie Basen von Ker(T4) und Bild(T'4).

Prisenzaufgabe 8.3 Sei A = (

Prisenzaufgabe 8.4 Bestimmen Sie alle Losungen 2 € C* des linearen Gleichungssystems

2:171 - 21}2 - 3503 =-2
T1 — To — 2x3 +5xy = —3
3r1 —3x9 — 23+ 524 =7
Was ist die Losungsmenge £ des zugehorigen homogenen Gleichungssystems? Geben Sie eine Basis

des Unterraums £ an.

Priasenzaufgabe 8.5 Bestimmen Sie, ob die Matrix

5 2 1
A= 1 1 1
2 11

invertierbar ist und geben Sie gegebenenfalls an, was A~! ist.



Hausaufgabe 8.1 Bestimmen Sie alle Losungen 2 € C* des linearen Gleichungssystems

2@y + 4xo + x3 + 204 = 12
3x1 + 5xo — x3 + 614 = 17
201 —Txg + 11z, =7

Was ist die Losungsmenge £ des zugehorigen homogenen Gleichungssystems? Geben Sie eine Basis
des Unterraums £ an.

Hausaufgabe 8.2 Fiir welche komplexen Parameter a € C besitzt das folgende Gleichungssy-
stem eine Losung? Geben Sie gegebenenfalls alle Losungen x € C? in abhingigkeit von a an.

(1 —d)xy+ (—i)z3=—-5—2i
(=14d)xy +izo+ (1 +i)z3 = —i
—ix1+ 2o =—-1-3¢

ity +r9=1—142a

Hausaufgabe 8.3 Sind die folgenden Matrizen invertierbar? Falls ja, bestimmen Sie die inverse
Matrix.

-1 1 1
() A= 1 -3 -2
5 1 4
1 2 3
(b) B=14 5 6
78 9

Hausaufgabe 8.4 Sei K ein Koérper und n € N. Sei A € Mat,, ,,(K) sodass A; ; = 0 fiir alle 4, j
mit 1 < i < j < n. Zeigen Sie, dass A" = 0 die Nullmatrix ist.

Hausaufgabe 8.5 Sei K in Korper und sei n € N. Die Spur (Eng. trace) tr(A) einer Matrix
A € Mat,, ,,(K) ist definiert als die Summe der Matrixkoeffizienten auf der Diagonalen von A, d.h.

n

(a) Zeigen Sie, dass
tr: Maty, ,(K) = K, A tr(A)

eine lineare Abbildung ist.
(b) Zeigen Sie, dass
tr(AB) = tr(BA) (A, B € Mat,, ,,(K)).
(c) Zeigen Sie, dass es keine Matrizen A, B € Mat,, ,,(K) gibt, sodass AB — BA = I,, die Iden-
titdtsmatrix ist.
(d) Zeigen Sie, dass
tr(AT) = tr(A) (A € Matn}n(K)).

(e) Zeigen Sie, dass tr(ABA™!) = tr(B) fiir alle B € Mat,, ,(K) und invertierbare Matrizen
A € Mat,, ,(K).



