Universitat Paderborn Wintersemester 2024-2025
INSTITUT FUR MATHEMATIK
Prof. Dr. Bernhard Kroétz, Dr. Job Kuit

Lineare Algebra 1
8. Ubungsblatt — Lésungen

Hausaufgabe 8.1 Bestimmen Sie alle Losungen 2 € C* des linearen Gleichungssystems
201 +4xo + x3 + 224 = 12
3x1 + 5xo — x3 + 614 = 17
201 — Txs+1ley, =7

Was ist die Losungsmenge £ des zugehorigen homogenen Gleichungssystems? Geben Sie eine Basis
des Unterraums £ an.

Lésung (ohne Rechnung): Die Losungen sind
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Die Losungsmenge £ des zugehorigen homogenen Gleichungssystems ist
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Hausaufgabe 8.2 Fiir welche komplexen Parameter a € C besitzt das folgende Gleichungssy-
stem eine Losung? Geben Sie gegebenenfalls alle Losungen x € C3 in abhingigkeit von a an.
(1—d)zg + (—i)xg = =5 —2i
(—]. =+ Z)iEl + 7;(E2 =+ (1 + Z){E;g = —i
7i$1+1’2 =—-1—-3

1 +x9=1—1+42a

Lésung (ohne Rechnung): Das Gleichungssystem besitzt genau dann eine Losung wenn a = —5. In
1442

diesem Fall gilt x = [ —5 — 2¢
o+ 21

Hausaufgabe 8.3 Sind die folgenden Matrizen invertierbar? Falls ja, bestimmen Sie die inverse
Matrix.
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Lésung (ohne Rechnung): A ist invertierbar mit Inversematrix A~! =
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1 2 3
(b B=1|4 5 6
7 8 9
Losung: Es gilt
1 2 3 -1 0
4 5 6 2 |1=10
7 8 9 -1 0

Wenn B invertierbar wére, dann gébe es eine Matrix C, sodass CB = I3. Dies wiirde impli-
zieren, dass

-1 -1 -1 0 0

2 |=I3 2 ]|=CB|2]|=C|0]=]0],

-1 -1 -1 0 0

was ein Widerspruch wére. Daher ist B nicht invertierbar.

Hausaufgabe 8.4 Sei K ein Kérper und n € N. Sei A € Mat,, ,,(K) sodass A; ; = 0 fiir alle 4, j
mit 1 < ¢ < j <n. Zeigen Sie, dass A" = 0 die Nullmatrix ist.

Losung: Seien 1 < 4,5 < n. Es gilt

n _ n— 1 n—2
(A )1j = Z Ak, (A li Z Z Aigs At (A )kzj
ki1=1 k1=1ko=1
n

n n
== E E E Ay Ak ks - Ak g k1 Ak 1j
k1=1ko=1

kn—1=1
Wenn Ai,kl Akl,kg . Akn 2 kn_ kn—l,j 7£ 0, dann
1>k >ko> > kpo1 >3

Darumi—j5 >n—1. Weil 1 <14,j <mn, gilt aber i —j < n — 1. Dies ist ein Widerspruch. Es folgt,
dass A; iy Aky ks - - - Ak Ak = 0 fiir alle k1, ko, . .., kyp—1 und 7, 7. Damit is bewiesen, dass
A" = 0.

71—27kn7 n—1,J

Hausaufgabe 8.5 Sei K in Korper und sei n € N. Die Spur (Eng. trace) tr(A) einer Matrix
A € Mat,, ,,(K) ist definiert als die Summe der Matrixkoeffizienten auf der Diagonalen von A, d.h.

=2 A
j=1
(a) Zeigen Sie, dass
tr : Mat,, ,(K) - K, A tr(A)
eine lineare Abbildung ist.
Lésung: Seien A, B € Mat,, ,(K) und A € K. Dann gilt

tr(A+B) = > (A+B);; = (Aj; + Bj;)
j=1 j=1
= (D 455) + (X Big) = () + 1x(B),
Jj=1 Jj=1
tr(\A) = zn: Z)\AH = )\ZA“ = Atr(A

<.
Il
—_

Es folgt, dass tr linear ist.



(b) Zeigen Sie, dass
tr(AB) = tr(BA) (A, B € Mat,, ,,(K)).

Lésung: Sein A, B € Mat,, ,(K). Dann gilt

Z Z AjxBrj = Z Z By Ak

j=1k=1 k=1j=1

tr(AB) =

M:
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(BA)k,k = tr(BA).
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(c) Zeigen Sie, dass es keine Matrizen A, B € Mat,, ,,(K) gibt, sodass AB — BA = I,, die Iden-
titdtsmatrix ist.
Lésung: Seien A, B € Mat,, »(K). Es gilt

tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = tr(AB) — tr(AB) = 0 # 1 = tr(l,).
Es folgt, dass AB — BA # I,.

(d) Zeigen Sie, dass
tr(AT) = tr(A) (A € Mat,, ,(K)).

Lésung: Sei A € Mat,, ,,(K). Es gilt

Z AT )i = ZAM = tr(A4).
j=1

Jj=1

(e) Zeigen Sie, dass tr(ABA™!) = tr(B) fiir alle B € Mat,, ,(K) und invertierbare Matrizen
A € Mat,, ,(K).
Lésung: Sein A, B € Mat,, ,,(K). Wenn A invertierbar ist, dann

tr(ABA™') = tr((AB)A™ ') = tr(A"'(AB)) = tr(A"'AB) = tz(B).



