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Lineare Algebra 1

8. Ubungsblatt — Lésungen

Priasenzaufgabe 8.1 Sei K ein Korper und seien a, b, ¢,d € K. Beweisen Sie, dass (Z Z) genau

d —b
dann invertierbar ist, wenn ad — bc # 0. Beweis: Wenn ad — be # 0, dann ist (“dcbc “dabc) eine
ad—bc  ad—bc

Inverse von <ch b). Wenn ad — bc = 0, dann gilt
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Wenn a, b, ¢, d nicht all gleich 0 sind, dann ist die Abbildung T’

T:K? - K2, xH<“ b)a:
c d

nicht injektiv. Wenn a = b = ¢ = d = 0, dann ist die Abbildung 7" auch nicht injektiv. In beiden

Féllen besitzt T keine Umkehrabbildung. Es folgt, dass (CCL b) keine Inverse besitzt.
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Priasenzaufgabe 8.2 Sei K ein Korper und m,n € N. Fiir

ai,i air2 ... Q1n
az. 1 a2 ... QA2n

A= . . .| e M(m xn,K)
m,1 am,2 e Qm,n

definieren wir die transponierte Matrix AT € M(n x m, K) durch

a1 a1 ... Gm

T 1,2 az.2 N am,2
A= . | e M(n xm, K)

a1n A2 --- Amnp

(a) Sei k € Nund seien A € M(mxk,K) und B € M(kxn, K). Zeigen Sie, dass (AB)T = BT AT,
Beweis: Fir alle 1 <i<nund 1 <j <m gilt
k k

(AB)"), ;= (AB)ji =) AjuBui= Y (BL(Al; = (B"A)i;.

=1 =1

(b) Fiir z,y € K", sei (x,y), := Y p_, Tkyx. Zeigen Sie, dass (z, Ay), = (ATz,y), fir alle
xe K™ ye K"und A€ M(m xn, K).
Beweis: Es gilt
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(c) Fiir S C K™ definieren wir das Orthokomplement S+ von S durch
Sti={zec K": (z,y), =0 fiir alle y € S}.

Zeigen Sie, dass Ker(A) = (Bild(AT))l fir alle A € M(m x n, K).
Beweis: Wenn x € Ker(A), dann gilt fiir alle y € K™

<x7ATy>n = <ATy7x>n = <yan>m = <y>0>m =0
und darum z € (Bild(AT))J‘. Wenn x € (Bild(AT))L, dann gilt fiir alle y € K™

<y,Al‘>m = <ATyaI>" = <‘T3ATy>n =0.

C1
C2
Seien c1,...,¢m € K, sodass Ax = | . | und seien eq,...e,, € K™ die Standardbasisvekto-
Cm
ren. Dann gilt fiir alle 1 < j <m
C1
C2
¢ = <ej, ) > = (ej,Ax), =0
: m
Cm

Darum gilt Az = 0 und es folgt, dass x € Ker(A).

Prisenzaufgabe 8.3 Sei A =

411 g 2 und sei T4 : R3 — R? die lineare Abbildung = — Azx.
Bestimmen Sie Basen von Ker(T4) und Bild(T4).

Lésung:
Ker(Ta) = {(z,y,2) € R® : 2 + 2y + 32 = 0 und 42 + 5y + 62 = 0}
={(2,y,2) ER*: 2 —2z=0und y + 22 =0}
= span{(1,-2,1)},
Bild(Ts) = {Av € R? : v € R3} = span{Ae;, Aes, Aez} = span{(1,4), (2,5),(3,6)}.

Da (1,4) und (2,5) linear unabéngig sind und dim(R?) = 2, folgt Bild(T4) = R?. Die Menge
{(1,—2,1)} ist eine Basis von Ker(T4) und {e1, es} ist eine Basis von Bild(Ty).

Priisenzaufgabe 8.4 Bestimmen Sie alle Losungen o € C* des linearen Gleichungssystems

2I1 - 21‘2 73503 =-2
1 — To — 2x3 + 514 = —3
3r1 —3x9 — 23+ 504 =7

Was ist die Losungsmenge £ des zugehorigen homogenen Gleichungssystems? Geben Sie eine Basis
des Unterraums £ an.

Lésung (ohne Berechnung): Die Losungsmenge ist { = B eC*:teC



Prasenzaufgabe 8.5 Bestimmen Sie, ob die Matrix

5 2 1
A= 1 1 1
2 1 1
invertierbar ist und geben Sie gegebenenfalls an, was A~! ist.
Lésung (ohne Berechnung): Sei
0o -1 1
B = 1 3 —4
-1 -1 3

Es gilt AB = BA = I3 und darum ist A invertierbar mit Inverse A~! = B.



