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Lineare Algebra 1

9. Ubungsblatt

Hausaufgabe 9.1 Bestimmen Sie die duale Basis der Basis

2 1
B_{Ul_ , Uy = 3 , V3 = 1 }
4 0
von RR3.

Lésung: Die duale Basis von B ist {f1, f2, f3}, wobei f; : R® — R fiir i = 1,2,3 linear ist und
bestimmt wird durch

W N =

1 (i=j7),
i\U;) = . .
filvs) { 0 (i#7)
Es gilt
1 0 0
0] = —4'01 + 3’[]2 — Vs, 1 = 4'[)1 — 3’[)2 + 21)3, 0] = —vU1 + vy — V3.
0 0 1
und darum
T
fAily] = fl((—4x+4y— z)vr + (3x — 3y + z)vg + (—x+2y—z)vg) =—dr+4y—z
z
T
foly | =Ffo((—4z+4y — 2)v1 + Bz — By + 2)ve + (—z + 2y — 2)v3) =32 — 3y + 2
z
T
fly] = fg((—4x+4y—z)v1 + (3x—3y+z)vg+(—m+2y—z)vg) =—x+2y—=z
z

fir alle z,y, z € R.

Hausaufgabe 9.2 Bestimmen Sie lineare Abbildungen f,g : R? — R?, sodass f o g = 0, aber
go f # 0. Verwenden Sie Thre Antwort, um Matrizen A, B € M (2 x 2,R) zu finden, sodass AB = 0,
aber BA # 0.
Losung: Seien

Dann gilt fiir alle z,y € R



und

AN z\\ _ (y\ _[(y\ _ ,(z
o0 () =0 ( () =0 ()= (0) -+ ()
Es folgt, dass fog =0, aber go f = f # 0. Sowohl f als auch g sind linear. Sei £ = { (é) , <(1)> }
1

0> . Dann gilt

die Standardbasis von R? und seien 4 := ¢[f]e = (8 é) und B = ¢glgle = (0 0

AB = (¢lfle)(elgle) = elfogle =0 und BA = (glgle) (elfle) = elg o fle = elfle # 0.

Hausaufgabe 9.3 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber ein Kérper K und sei n =
dim(V'). Sei f : V — V eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass

n n

> BlABkE =D _(clfle)ri

k=1 k=1

fiir alle Basen B und C von V. Man nennt tr(f) := >__,(8[f]8)k,x die Spur von f.
Losung: Seien B und C Basen von V. Dann gilt

clid]g = (slidle)

1

und darum
slf1s = ((slidle) (clfle) (clidls) = ((slidle) (c[fle) (slidle)
Aus Hausaufgabe 8.5(e) folgt jetzt

> (lfls)ns = tr(slf1s) = tr(((slidle) (clfle) (slidle) ") = tr(clfle) =

k=1 k

(clfle)kp

1

n n

Hausaufgabe 9.4

(a) Sei V' der Vektorraum der (2 x 2)-Matrizen iiber R. Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix
Blgls von

gV =V, AHAT+G _01>'A

beziiglich der Basis

s={u=() Do (§ )= (% D= D}

Lésung: Wenn a, b, c,d € R, dann

ab_ac+a—c b—d\ (2a—c b+c—d
I\e a) = \b d a b ) \a+b b+d

=2a—cvi+ (2a—b—c—d)va+ (—a — b)vs + (—2a — b+ ¢ — d)vy.

Darum
g(v1) = 201 + va — v3 — vy,
g(v2) = v + vy,
g(vs) = v1 + 3vg + 2v3 + vy,
g(vg) = —vg — v3 — V4.
Es folgt
2 01 0
e | L L3
BUIB=1_1 0 2 -1
-3 1 1 -1



(b) Bestimmen Sie alle Matrizen A mit g(A) = B, wobei
3 -3
5= (2 _2> .

B:3?)1+5”UQ+”0371}4

Losung: Es gilt

Das system von lineare Gleichungen

20+ 2=3
r+y+3z—u=>5
—r+2z—u=1

—3r+y+z—u=-1

ist aquivalent zu

2
Z=gu +1
Die Losungsmenge der Gleichung g(A) = B ist darum

1 2
{mv1+yv2+zvg+uv4:uER,$=—5u+1,y=17Z=5U+1}

1 2
:{(_5u+1)v1+v2+(5u+1)v3+uv4:u€R}
1 1= _ —
:{( §u+1 5u1 2):uER}:{( utl w 2):UER}.
—2u—1 —zu —2u—-1 -—u



