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10. Ubungsblatt

Prasenzaufgabe 10.1 Seien V, W, X Vektorrdume und f : V — W und g : W — X lineare
Abbildungen.

(a) Zeigen Sie, dass (go f)* = f*og*.
Beweis: Fiir alle £ € X* gilt

(go ) (€)=to(gof)=(tog)of=f"(log)=[f"(g"(0) = (f og)(0).

(b) Nehmen Sie an, dass V und W endlichdimensional sind. Seien B eine Basis von V und C eine
Basis von W und seien B* und C* die entsprechenden Dualbasen von V* bzw. W*. Dann gilt

51 le- = (clfls)"

Beweis: Seien n = dim(V') und m = dim(W). Seien weiterhin vy, ..., v, die Elemente von B.
Wi, . .., Wn, die Elemente von C und vy, ..., v} und wyi,...,w;, die korrespondierende Elemente
von B* und C*. Fir 1 <¢<nund 1 < j < m seien ¢;4,7;,; € K, sodass

m

Fi) = ¢jaw; und - f7( Z%J Vg -

j=1

Firallel1 <i<nund 1<j<mgilt

(517, %,Jz(zmwk) = (/")) (05) = (] © (i) = w] (F(vs)

= w;(chﬂ‘wk) = Cjﬂ‘ = (C[ﬂB) = ((C[f]B>T)Z L
k=1

7,2 »J

(¢) Nehmen Sie an, dass V endlichdimensional ist. Seien B; und By Basen von V und seien B}
und B3 die entsprechenden Dualbasen von V*. Dann gilt

5: [idv-1s; = (8,[idv]s,)" -

Beweis: Fiir alle £ € V* gilt idj,(£) = £oidy = £ = idy~(£) und darum idj, = idy+. Aus (b)
folgt also, dass
. - . T
5; lidv-lss = ; [idV )55 = (s.lidv]s,) " -

Prisenzaufgabe 10.3 Sei V ein Vektorraum. Betrachten Sie die Abbildung
LV s VL o (V2 0 ().

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ injektiv ist. Zeigen Sie weiter, dass ¢ nicht surjektiv ist, falls
dim(V) = oo.
Beweis: Sei x € V mit x # 0. Sei B eine Basis von V mit « € B. Es gibt (genau) ein ¢ € V*,
sodass £(z) = 1 und £(v) = 0 fiir alle v € B\ {z}. Es gilt («(z))(¢) = {(x) = 1 # 0. Dies
beweist, dass ker(:) = {0}. Daher ist ¢ injektiv.



Nehmen Sie an, dass dim(V') = co. Sei B eine Basis von V. Fiir v € B, sei £, € V* bestimmt
durch £,(v) =1 und £, (w) = 0 fiir alle w € B\ {v}. Sei B eine Basis von V* mit

{¢,:veB}CH.

Es gibt genau ein A € V**, sodass A(£) = 1 fiir alle £ € B’. Wir werden nun zeigen, dass
A # () fiir alle x € V.

Seiz e V.Esgibt n €N, vy,...,v, € Bund ¢q,...,¢, € K, sodass © = > _;_, ¢;vi. Es gilt

_J ¢ (v=wjfireinl <j<n)
to(2) {0 (we B\ {vr,...,00}).

Es folgt, dass A((,) # £y(x) = (u(z))(£y) fiir alle v € B\ {v1,...,v,}. Weil dim(V) = oo, gilt
B £ {v1,...,v,} und darum \ # ((x) fiir alle x € V.

Sei U ein Unterraum von V. Zeigen Sie, dass
(UH)* =uU),
falls dim(V') < oo.
Beweis: Wenn x € U und £ € U+, dann «(z)(¢) = ¢(x) = 0. Darum gilt «(U) C (U*+)*. Wenn
dim(V) < oo, dann gilt
dim ((U4)%) = dim(V*) — dim(U+) = dim(V*) — (dim(V) - dim(U))
= dim(V"*) — dim(V) + dim(U).

Weil dim(V*) = dim(V) und dim(U) = dim (¢(U)), folgt dim ((U*+)*) = dim (¢(U)) und
damit (U4)*+ = (V).



