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11. Übungsblatt – Lösungen

Hausaufgabe 11.1 Sei s ∈ R. Bestimmen Sie die Determinante der Matrix

A(s) =

−1 3 1− s
4 −2 + s 1
0 2 5

 .

Für welche s ∈ R ist die Matrix A(s) invertierbar?
Lösung: Es gilt

det(A(s)) = A(s) = det

−1 3 1− s
0 10 + s 5− 4s
0 2 5

 = − det

(
10 + s 5− 4s

2 5

)
= −40− 13s.

Die Matrix A(s) ist genau dann invertierbar, wenn det(A(s)) ̸= 0, d.h. wenn s ̸= − 40
13 .

Hausaufgabe 11.2 Sei n ∈ N. Für eine Matrix A = (ai,j)1≤i≤n
1≤j≤n

∈ M(n× n,C) sei

A := (ai,j)1≤i≤n
1≤j≤n

und A† := (A)T .

Eine Matrix A ∈ M(n×n,C) heißt unitär falls, sie invertierbar ist und A−1 = A† gilt. Eine Matrix
A ∈ M(n× n,C) heißt hermitesch, wenn A† = A. Beweisen Sie die folgenden Behauptungen.

(a) det(A) = det(A) für alle A ∈ M(n× n,C).
Lösung: Es gilt

det(A) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)

n∏
j=1

aj,σ(j) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)

n∏
j=1

aj,σ(j) = det(A).

(b) |det(A)| = 1 für alle unitäre Matrizen A ∈ M(n× n,C).
Lösung: Es gilt

|det(A)| =
√
det(A)det(A) =

√
det(A) det(A) =

√
det(A) det(A

T
)

=
√
det(A) det(A†) =

√
det(AA†) =

√
det(In) = 1.

(c) det(A) ∈ R für alle hermitesche Matrizen A ∈ M(n× n,C).
Lösung: Da

det(A) det(A) = det(A
T
) = det(A†) = det(A),

ist det(A) reell.

(d) SL(n,C) :=
{
A ∈ M(n × n,C) : det(A) = 1

}
ist zusammen mit Matrixmultplikation eine

Gruppe.
Lösung: Matrixmultiplikation ist assoziativ. Weiter gilt

det(AB) = det(A) det(B) = 1 · 1 = 1
(
A,B ∈ SL(n,C)

)



und darum ist AB ∈ SL(n,C) für alle A,B ∈ SL(n,C). Die Identitätsmatrix hat Determinante
gleich 1 und darum In ∈ SL(n,C). Beachte, dass für alle A ∈ SL(n,C) die Identität AIn =
InA = A gilt. Wenn A ∈ SL(n,C), dann det(A) = 1 ̸= 0 und darum ist A invertierbar. Es gilt

det(A−1) = det(A−1) det(A) = det(A−1A) = det(In) = 1

und darum A−1 ∈ SL(n,C). Daraus folgt, dass SL(n,C) eine Gruppe ist.

(e) SU(n) :=
{
A ∈ SL(n,C) : A ist unitär

}
ist eine Untergruppe von SL(n,C).

Lösung: Für alle A,B ∈ M(n× n,C)gilt

(AB)† = (AB)T = (AB)T = (B)T (A)T = B†A†. (1)

Wenn A,B ∈ SU(n), dann

(AB)† = B†A† = B−1A−1 = (AB)−1

und damit AB ∈ SU(n). Wenn A ∈ M(n× n,C) invertierbar ist, dann folgt aus (1), dass A†

invertierbar ist und
(A†)−1 = (A−1)†.

Wenn A ∈ SU(n), dann
(A−1)† = (A†)−1 = (A−1)−1.

Es folgt, dass A−1 ∈ SU(n). Dies zeigt, dass SU(n) eine Untergruppe von SL(n,C) ist.

Hausaufgabe 11.3 Seien λ1, . . . , λn ∈ R \ {0} verschiedene Zahlen. Zeigen Sie, dass die Funk-
tionen

fj : R → R, x 7→ eλjx

für j = 1, 2, . . . , n linear unabhängig über R sind.
Beweis: Seien c1, . . . , cn ∈ R, sodass

n∑
j=1

cjfj(t) = 0 (t ∈ R).

Sei k = 0, 1, 2, . . . , n− 1. Weil

dk

dxk
fj(x) =

dk

dxk
eλjx = λk

j e
λjx = λk

j fj(x) (x ∈ R)

gilt
n∑

j=1

cjλ
k
j fj(x) = 0 (x ∈ R).

Da fj(0) = 1, gilt insbesondere

n∑
j=1

cjλ
k
j = 0 (0 ≤ k ≤ n− 1).

Seien

A :=


1 1 1 . . . 1
λ1 λ2 λ3 . . . λn

λ2
1 λ2

2 λ2
3 . . . λ2

n
...

...
...

. . .
...

λn−1
1 λn−1

2 λn−1
3 . . . λn−1

n

 und c :=


c1
c2
c3
...
cn

 .



Dann gilt Ac = 0. Nach Präsenzaufgabe 11.4 gilt

det(A) = det(AT ) =
∏

1≤i<j≤n

(λj − λi)

Weil λi ̸= λj , falls i ̸= j, folgt det(A) ̸= 0. Dies zeigt, dass A invertierbar ist und damit

c = A−1Ac = A−10 = 0.

Hausaufgabe 11.4 Sei K ein Körper und m,n ∈ N. Seien n1, . . . nm ∈ N, sodass
∑m

j=1 nm = n.
Für jedes j = 1, 2, . . . ,m sei Aj ∈ M(nj × nj ,K).

A =


A1

A2 *A3

0
. . .

Am

 ∈ M(n× n,K)

eine obere Blockdreiecksmatrix. Bestimmen Sie det(A).
Lösung: Wir betrachten zunächst den Fall m = 2. Sei σ ∈ Sn. Wenn n1 +1 ≤ j ≤ n und 1 ≤ σj ≤
n1, dann aj,σj

= 0. Daher ist
∏n

j=1 aj,σ(j) = 0, falls σ({n1 +1, n1 +2, . . . , n})∩ {1, 2, . . . , n1} ≠ ∅.
Es folgt, dass wenn

∏n
j=1 aj,σ(j) ̸= 0, dann

σ({1, . . . , n1}) = {1, . . . , n1} und σ({n1 + 1, . . . , n}) = {n1 + 1, . . . , n}. (2)

Für ρ ∈ Sn1 und τ ∈ Sn2 definieren wir

σρ,τ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}, j 7→
{

ρ(j) (1 ≤ j ≤ n1)
n1 + τ(j − n1) (n1 + 1 ≤ j ≤ n).

Beachten Sie, dass σρ,τ eine Bijektion ist und daher σρ,τ ∈ Sn. Die Teilmenge von Sn, die aus
Elementen σ besteht, die (2) erfüllen, ist gegeben durch

S := {σρ,τ : ρ ∈ Sn1
, τ ∈ Sn2

}.

Da sign(σρ,τ ) = sign(ρ)sign(τ) folgt

det(A) =
∑
σ∈S

sign(σ)

n∏
j=1

aj,σ(j) =
∑

ρ∈Sn1

∑
τ∈Sn2

sign(σρ,τ )

n∏
j=1

aj,σρ,τ (j)

=
∑

ρ∈Sn1

∑
τ∈Sn2

sign(ρ)sign(τ)

 n1∏
j=1

aj,ρ(j)

 n∏
j=n1+1

aj,n1+τ(j−n1)


=

 ∑
ρ∈Sn1

sign(ρ)

n1∏
j=1

aj,ρ(j)

 ∑
τ∈Sn2

sign(τ)

n2∏
j=1

aj,n1+τ(j)


= det(A1) det(A2).

Wir beweisen nun mit Induktion, dass für allgemeines m ∈ N

det(A) =

m∏
j=1

det(Aj) (3)

gilt. Wenn m = 1, dann ist die Behauptung eindeutig wahr. Sei m ∈ N und nehme an, dass die
Identität (3) für obere Blockdreiecksmatrix mit m Blöcke gilt. Sei jetzt A ∈ M(n × n,K) eine



obere Blockdreiecksmatrix mit m+ 1 Blöcke A1, . . . , Am+1. Sei B ∈ M(n− nm+1 × n− nm+1,K)
gegeben durch

Bi,j = Ai,j (1 ≤ i, j ≤ n− nm+1).

Dann gilt

A =

(
B ∗
0 Am+1

)
.

Aus dem ersten Teil des Beweises für m = 2 folgt nun det(A) = det(B) det(Am+1). Da

B =


A1

A2 *A3

0
. . .

Am

 .

gilt nach der Induktionsvoraussetzung, dass det(B) =
∏m

j=1 det(Aj) und darum

det(A) =

m+1∏
j=1

det(Aj).

.


