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11. Ubungsblatt — Lésungen

Hausaufgabe 11.1 Sei s € R. Bestimmen Sie die Determinante der Matrix

-1 3 1-s
Ais)= 4 —2+s 1
0 2 5

Fiir welche s € R ist die Matrix A(s) invertierbar?
Losung: Es gilt

-1 3 1-s
det(A(s))=A(s)=det | 0 10+s 5—4s| = —det 10+Fs 5-ds) _ —40 — 13s.
0 2 5 2 g

Die Matrix A(s) ist genau dann invertierbar, wenn det(A(s)) # 0, d.h. wenn s # — 33

Hausaufgabe 11.2 Sei n € N. Fiir eine Matrix A = (a; j)1<i<n € M(n x n,C) sei
1<j<n
A= (@i;)1<i<n und Al = (Z)T.

1<52n

Eine Matrix A € M (n xn,C) heifit unitir falls, sie invertierbar ist und A~! = A gilt. Eine Matrix
A € M(n x n,C) heiflt hermitesch, wenn AT = A. Beweisen Sie die folgenden Behauptungen.

(a) det(A) = det(A) fiir alle A € M(n x n,C).
Lésung: Es gilt

n

det(A) = Z sign(o H o) = Z sign(o Haja]) = det(A).

oeSy j=1 ocES,

(b) |det(A)| =1 fiir alle unitére Matrizen A € M (n x n,C).
Losung: Es gilt

|det(A)| = \/ det(A)det(A) \/ det(A) det(A det(A) det (ZT)

= \/det(A) det(AT) = | /det(AAT) = \/det(T,) = 1.
(c) det(A) € R fiir alle hermitesche Matrizen A € M(n x n,C).
Lésung: Da
det(A) det(A) = det(A" ) = det(AT) = det(A),
ist det(A) reell.

(d) SL(n,C) := {A € M(n x n,C) : det(4) = 1} ist zusammen mit Matrixmultplikation eine
Gruppe.
Lésung: Matrixmultiplikation ist assoziativ. Weiter gilt

det(AB) = det(A)det(B)=1-1=1 (A, B € SL(n,C))



und darum ist AB € SL(n, C) fiir alle A, B € SL(n, C). Die Identitdtsmatrix hat Determinante
gleich 1 und darum I,, € SL(n,C). Beachte, dass fiir alle A € SL(n,C) die Identitdt AL, =
I, A = A gilt. Wenn A € SL(n,C), dann det(A4) = 1 # 0 und darum ist A invertierbar. Es gilt

det(A™!) = det(A™ 1) det(A) = det(A™A) = det(I,,) = 1
und darum A~! € SL(n, C). Daraus folgt, dass SL(n, C) eine Gruppe ist.

SU(n) := {A € SL(n,C) : A ist unitéir} ist eine Untergruppe von SL(n,C).
Lésung: Fiir alle A, B € M(n x n,C)gilt

(AB) = (AB)" = (AB)" = (B)"(A)" = BIAT. &
Wenn A, B € SU(n), dann
(AB)" = BTA" = B™'A™! = (AB)™!

und damit AB € SU(n). Wenn A € M(n x n,C) invertierbar ist, dann folgt aus (1), dass A
invertierbar ist und

FURESVRI

Wenn A € SU(n), dann
(A1) = (A1)~ = (41,

Es folgt, dass A~! € SU(n). Dies zeigt, dass SU(n) eine Untergruppe von SL(n, C) ist.

Hausaufgabe 11.3 Seien A1,..., A\, € R\ {0} verschiedene Zahlen. Zeigen Sie, dass die Funk-

tionen

fi R =R, T s N7
fir j =1,2,...,n linear unabhéngig tiber R sind.
Beweis: Seien cq,...,c, € R, sodass

Yefit)=0  (teR).

Sei k=0,1,2,...,n— 1. Weil

gilt

d* d*

@fﬂ(x) = dx—ke’\”c = )\?e)‘ﬂ = )\?fj(x) (z € R)

ch)\ffj(x) =0 (x €R).
j=1

Da f;(0) = 1, gilt insbesondere

deM=0  (0<k<n-1)
j=1

Seien

1 1 1 ... 1 1
A Ao Ag - An Co
A= A A3 Ao A und c¢:=

n—1 n—1 n—1 n—1
D Ve D VD Cn



Dann gilt Ac = 0. Nach Prisenzaufgabe 11.4 gilt
det(4) =det(AT) = [ \—N)
1<i<j<n

Weil \; # A;, falls i # j, folgt det(A) # 0. Dies zeigt, dass A invertierbar ist und damit

c=A"1Ac=A"10=0.

Hausaufgabe 11.4 Sei K ein Korper und m,n € N. Seien ny,...n,, € N, sodass Z;nzl Ny, = M.
Fir jedes j =1,2,...,m sel A; € M(n; x n;, K).
Ay
Ay *
A= As € M(nxn,K)

0

eine obere Blockdreiecksmatrix. Bestimmen Sie det(A).

Lésung: Wir betrachten zunéchst den Fall m =2. Seioc € S,. Wennn; +1<j<nund1<0; <
ny, dann a; 5, = 0. Daher ist [[}_, a; ;) = 0, falls o({n1 + 1,71 +2,...,n})N{1,2,...,n } # 0.
Es folgt, dass wenn H?:1 aj o) 7 0, dann

o{l,...,m})={1,...,m} und o({ni+1,...,n})={n1+1,...,n}. (2)

Am

Fir p € S, und 7 € S,,, definieren wir

) j 1<j<n
O’p‘ri{l,...,n}ﬁ{la--'an}a ]H{ Z(lj—)f—T(j_nl) Enl +]1 S]l)g n)

Beachten Sie, dass 0, . eine Bijektion ist und daher o, € S,. Die Teilmenge von S,,, die aus
Elementen o besteht, die (2) erfiillen, ist gegeben durch

S:={0p::p€Sp,,TE S, }

Da sign(o, ) = sign(p)sign(r) folgt

det(A) = ngn Ha] o) = Z Z sign(op,- Ha] op,r ()

oeS PESny TESn,y
n
= Z Z sign(p)sign(r H Qj.p(j H Ajni4r(j—n1)
pESn, TESN, Jj=n1+1
ni n2
= Z sign(p) H aj o(5) Z sign() H @j.ni47(5)
PES, =1 TESn, J=1
= det(A1) det(Ag).

Wir beweisen nun mit Induktion, dass fiir allgemeines m € N
det(A) = [ ] det(4)) (3)
j=1

gilt. Wenn m = 1, dann ist die Behauptung eindeutig wahr. Sei m € N und nehme an, dass die
Identitdt (3) fiir obere Blockdreiecksmatrix mit m Blocke gilt. Sei jetzt A € M(n x n, K) eine



obere Blockdreiecksmatrix mit m + 1 Blocke Ay, ..., Ayq1. Sel B € M(n—npq1 Xn—nppy1, K)
gegeben durch
Bij=A; (1<4,j<n—nm41)

B *
A= <O A77L+1> ’

Aus dem ersten Teil des Beweises fiir m = 2 folgt nun det(A) = det(B) det(A4;,4+1). Da

Dann gilt

Ay
Ay X
B= As

0

gilt nach der Induktionsvoraussetzung, dass det(B) = H;":l det(A;) und darum

Am

m+1
det(A) = H det(A;).
j=1



