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Lineare Algebra 1

12. Ubungsblatt — Lésungen
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Hausaufgabe 12.1 Sei A= | 2 4 2| undsei Ty : C3 — C3, v — Av. Bestimmen Sie das
-1 -1 1

charakteristische Polynom, die Eigenwerte und Eigenrdume von T4 und geben Sie wenn mdoglich
eine Matrix B € M(3 x 3,C) an, sodass BAB~! eine Diagonalmatrix ist.
Lisung: Es gilt x4(A\) = (A —4)(A —2)2. Damit sind die Eigenwerte gegeben durch 4 und 2. Losen
der Gleichung
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liefert F4(4) =C | 2 |]. Losen des linearen Gleichungssystems
-1
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B = 2 ,(61 762),(62763)
-1
Dann gilt mit B := g[Id]¢ die Identitét
4 00
BAB'=1[(0 2 0
0 0 2
2 10
Hausaufgabe 12.2 Sei A=|0 1 0
0 0 1

(a) Zeigen Sie, dass A invertierbar ist.
Lésung: Es gilt det(A) = 2 # 0 und damit ist A invertierbar.

(b) Sei
Ca:M(3x3,C)— MBx3,C), X—AXA!

Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenrdume von Cy.
Lésung: Es gilt
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Fir 1 <i4,j <3seil B;; € M(3 x 3,C) gegeben durch

1 (k=idl=))
(Eij)kg = { 0 (k#ioderl# j).

Dann s s
(Cv(Biy),, = (AB;;ATY), = SN Apn(Eij)nmA,)l = AriAL L
n=1m=1

und damit
Ca(Ervp) =E11— B9
Ca(Er2) =2F19
Ca(Er3) =2E13

1 1 1 1

Ca(E21) = §E1,1 - §E1,2 + §E2,1 - §E2,2
Ca(FE22)=F12+ E39
Ca(E23)=FEi13+ Ez3
Ca(E3,1) = FE31+ E3
Ca(Es2) = E39
Ca(E33) = FE333

Die Menge B = {E; ; : 1 <4,j < 3} ist eine Basis von M (3 x 3,C). Es folgt
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Das charakteristische Polynom von Cjy ist
XAO\) = det()\ld — CA)
A-1 0 0 —-1 0 0 0 0
I A=2 0 3 -1 0 0 0
0 0 A-2 0 0 -1 0 0
0 0 0 x—3% 0 0 0 0
=det| 0 0 0 i A-1 0 0 0
0 0 0 0 0 A-1 0 0
0 0 0 0 0 0 A-1 0
0 0 0 0 0 0 -1 A-1
0 0 0 0 0 0 0 0
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1 und 2. Weiter gilt
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Die Eigenwerte von C4 sind darum
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Hausaufgabe 12.3 Sei V ein Vektorraum iiber einem Kérper K und sei ¢ : V' — V eine lineare
Abbildung.

(a) Beweisen Sie die folgenden Behauptungen. Wenn ¢ invertierbar ist, dann ist A\ € K genau
dann ein Eigenwert von ¢, wenn A~! ein Eigenwert von ¢! ist. Wenn v € V ein Eigenvektor
von ¢ zum Eigenwert A ist, dann ist v ein Eigenvektor von ¢~! zum Eigenwert A~ 1.

Beweis: Sei v € V' \ {0} ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A. Dann gilt ¢(v) = Av und
damit

67 () = A A0 (1) = A6 () = AT (6(v)) = A

(b) Beweisen Sie die folgende Behauptung. Wenn dim (V) < oo, dann ist A € K genau dann ein
Eigenwert von ¢, wenn A ein Eigenwert von ¢* : V* — V* ist.
Beweis: Sei A € K ein Eigenwert von ¢. Sei B eine Basis von V und sei B* die duale Basis von
V*. Seien x4(A) und x4-(A) die charakteristische Polynome von ¢ bzw. ¢*. Es gilt

Xo(\) = det(Aldy — ¢) = det(\E — g[d]) = det (AE — 5[¢]s)") = det(\E — - [¢"]5-)
= det(Aldy~ — ¢*) = x+(N)

Die Nullstellen der charakteristischen Polynome und damit auch die Eigenwerte von ¢ und ¢*
sind also gleich.

(c) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Matrix A € M(2 x 2,C), sodass A und AT nicht dieselben
Eigenrdume haben.
Lésung: Der einzige Eigenwert von
0 1
A= (0 O)
ist 0 und der Eigenraum zum Eigenwert 0 ist C <(1)) Der einzige Eigenwert von
0 0
T _
=0 0)
ist 0 und der Eigenraum von A7 zum Eigenwert 0 ist C (?)

Hausaufgabe 12.4 Sein € N und sei A € M(n x n,R). Beweisen Sie die folgenden Behauptun-
gen.

(a) Wenn A € C ein Eigenwert von A ist, dann ist auch \ ein Eigenwert von A.

U1 U1
Vg Vg

(b) Wenn v = | . | € C™ ein Eigenvektor mit Eigenwert A ist, dann ist 7 := | . | ein Eigen-
Un Un,

vektor mit Eigenwert \.

Beweis: Sei v ein Eigenvektor von A mit Eigenwert A\. Dann gilt A; ; € R fur alle 1 <4,j < n und
darum

(A@)i = ZAZ‘J%TJ‘ = ZT”U] = ZAi7jUj = (AU)Z = \v; = A\p; = \y; (1 <1< n)
j=1 j=1 j=1

Es folgt, dass ¥ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \ ist.



