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12. Ubungsblatt — Lésungen

Prisenzaufgabe 12.1 Sei A € M (3 x 3,C) und sei T4 : C* — C3, v — Av. Bestimmen Sie das
charakteristische Polynom, die Eigenwerte und Eigenrdume von 74 und geben Sie wenn moglich
eine Matrix B € M(3 x 3,C) an, sodass BAB™! eine Diagonalmatrix ist, falls

2 0 —-1
(a) A=14 1 —4
2 0 -1
3 01
b) A={0 3 0
0 2 3

Lésung:

(a) Es gilt xa(A) = A(A — 1)2. Damit sind die Eigenwerte gegeben durch 0 und 1. Losen des

Gleichungssystems
2 0 -1 1
4 1 —4 o =0
2 0 —1 T3
1
liefert Vo, = C | 4 | . Losen des Gleichungssystems
2

1 0 -1 1
4 0 —4 z2 | =0

2 0 -2 x3
0 1
liefert ker(A—1)=C (1] &C [ 0 | . Damit ist A diagonalisierbar. Sei
0 1
1 0 1
B= 41,(1],(o0
2 0 1
und & die Einheitsstandardbasis. Dann gilt mit B := g[Id]¢ die Identitét
0 00
BAB™'=10 1 0
0 0 1

(b) Es gilt xa(\) = (A — 3)3. Damit ist 3 der einzige Eigenwert. Es gilt

0 0 1 1
ker(A—3)=ker | {0 0 O =C 0| =Ce;.
020 0

Also ist der Eigenraum zum Eigenwert 3 gegeben durch Ce;. Damit ist A nicht diagonalisierbar.



Prisenzaufgabe 12.2

(a)

Sei D : C[z] — CJz], p(x) — p'(z). Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenrédume von D.
Lésung: Sei A € C und sei p(z) € Clz], sodass p/(z) = D(p(z)) = Ap(z). Wenn X # 0, dann
gilt

deg (p(z)) = deg (Ap(z)) = deg (p'(z))
Da deg (p/(z)) < deg (p(z)), falls p(x) # 0, folgt, dass p(z) = 0 das Nullpolynom ist. Dies
zeigt, dass A kein Eigenwert von D ist. Wenn A = 0, dann ist p/(z) = D(p(z)) = 0 das
Nullpolynom. Wenn f : R — R differenzierbar ist, dann ist f’ genau dann die Nullfunktion,
wenn f konstant ist. Daher ist p(z) ein konstantes Polynom. Somit ist 0 der einzige Eigenwert
von D und Ep(0) = {p(x) € Clx] : p(x) ist konstant}.

Sei Q : Clz] — Clz], p(z) — zp(x). Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenrédume von Q.
Lésung: Es gilt deg (Q(p(x))) = deg (zp(z)) = deg(x) + deg (p(x)) = 1 + deg (p(z)). Daraus
folgt, dass Q(p(z)) nur dann ein Skalarvielfaches von p(z) sein kann, wenn p(z) = 0. Wir
sehen also, dass ) keine Eigenwerte hat.

Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenrdume von @ o D.
Lisung: Sei A € C und sei p(z) = 3°7_, c;jzd € Clz], sodass Q o D(p(z)) = Ap(x). Dann gilt

n n
chjx] = ch)\xj.
§=0 j=0
und damit
ij:Cj)\ (j:O,l,...,n).

Wenn 0 < j < n und ¢; # 0, dann A = j. Es folgt, dass in diesem Fall ¢; = 0 fiir alle ¢ # j
und darum p(z) = cjxj . Dies zeigt, dass Ny die Menge der Eigenwerte ist und

Egop(\) ={cz*:c€C} (M eNy).

Sei V = {p € Clz] : deg(p) < 5} und sei
T:V =V, p=QoD*p)—DoQ(p)+3p

Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren von T

Losung: Sei B := {1, z,2?,23 2%, 2°}. Bemerken Sie, dass B eine Basis von V ist. Es gilt

200 0 0 0
012 0 0 0
000 6 0 0
5115 = 000 —1 12 0
000 0 -2 20
000 0O 0 -3

und damit

Yr(\) = det(Mdy — T) = det(AE — 5[T]5)

A2 0 0 0 0 0

0 A—1 -2 0 0 0

0 0O A -6 0 0

=det ] 0 0 A+l —12 0
0 0 0 0 A+2 —20
0 o 0 0 0 A+3

=A=2)A=-DIXA+1A+2)(A+3)

Die Eigenwerte von T sind 2,1,0,—1, -2 und —



Es gilt

T|g — 2E) = spanc{e1 },
]s — E) = spanc{ea},
|8) = spanc{—2ez + es},
|8 + E) = spanc{6es — 6ez + €4},
|8 — 2E) = spanc{—24ey + 36e5 — 12e4 + €5},
T|g — 2E) = spang{120es — 240e3 + 120e4 — 20es5 + €4}

und damit

) = {6cx?® — 6cx® + ca* : c € C},
Er(—2) = {—24cx? + 36ca® — 12ca® + ca® : c € C},
) = {120cz? — 240ca® + 120cz* — 20ca® 4 ca® : ¢ € C}.

Priasenzaufgabe 12.3 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K. Zwei
lineare Abbilungen ¢ : V' — V und ¢ : V' — V kommutieren, falls ¢po1) = 1po¢ und sind gleichzeitig
diagonalisierbar, falls es eine Basis B von V gibt, sodass g[¢]g und g[v)]s beide diagonal sind.
Seien jetzt ¢ : V. — V und ¢ : V — V diagonalisierbare lineare Abbilungen. Beweisen Sie, dass ¢
und ? genau dann kommutieren, wenn sie gleichzeitig diagonalisierbar sind. Beschreiben Sie die
Eigenwerte von ¢ o1, wenn ¢ und ¥ kommutieren.

Beweis: Seien ¢ und 1) diagonalisierbare lineare Abbildungen V — V.

Wenn ¢ und 1) gleichzeitig diagonalisierbar sind, existiert eine Basis B, sodass g[¢]s und g[¢]s bei-
de Diagonalmatrizen sind. Diagonalmatrizen kommutieren immer miteinander, dementsprechend
gilt

8lo o ¥]s = sld]s[Y]s = B[Y|88[0]8 = B[V © I]5.
Sei n = dimg (V). Die Abbildung

sl]s : Ling (V,V) = M(n x 0, K), L glL]s
ist ein Isomorphismus fiir jede Basis B, dementsprechend gilt ¢ o 1) = 1) o ¢.

Wir nehmen nun an, dass ¢ und ¢ kommutieren. Damit gilt fiir jedes A € K

(= A) o g(v) = do (P = A)(v)
und damit
S(Ey(N) € Ey(N).
Sei nun W C V ein Unterraum von V', sodass ¢(W) C W gilt. Wir wollen zeigen, dass dann auch
die Einschrinkung ¢|w : W — W diagonalisierbar ist.

Sei hierzu w € W mit w = wy + - -+ + wg, wobei w; Eigenvektoren von ¢ zu unterschiedlichen
Eigenwerten Ay, --- , Ag sind. Wir zeigen per Induktion iiber k£ € N, dass dann automatisch w; € W



fur alle i = 1,--- Kk gilt. Flir ¢ = 1 ist w = w; € W. Sei die Induktionsbehauptung gezeigt und
w=wy + -+ wpp1 € W. Dann gilt wegen ¢(W) C W auch (¢ — A)(W) C W, womit

k+1 k+1 k+1
=1 =1 1=2

folgt. Da A; — A1 # 0 fiir alle 2 < ¢ < k gilt, folgt wa, - ,wry+1 € W per Induktionsvorausetzung
und damit dann auch w; € W. Wir haben gezeigt, dass

W=D (WnE,M)

AeK
gilt, womit ¢|w ebenfalls diagonalisierbar ist. Seien nun pq, - -+ , gy, die unterschiedlichen Eigen-
werte von 1. Nach dem eben gezeigten, ist ¢|E¢(ui) fiir jedes i = 1,--- ,m diagonalisierbar. Fiir

,UZ

. . 'L
1<i<mselvi,- vy,

Dann ist

mit n; = dim (Ey(u;)) eine Basis von Ey(u;) von Eigenvektoren von ¢.

)

B = U{v}:lﬁjgni}
i=1
eine Basis von V sodass p[¢|g und g[¢]s beide diagonal sind.
Seien A1, - -+, A\ die Eigenwerte von ¢ und puq, - - , i, die Eigenwerte von 1. Kommutieren ¢ und
1, so gilt
8l¢ o ¥|s = 5ldlss[Y]E

und darum ist die Menge von Eigenwerte von ¢ o ¢ enthalten in
{Aip; 11 <i <k, 1<j<m}.

Die Inklusion ist im Allgemeinen aber strikt.



