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13. Übungsblatt – Lösungen

Hausaufgabe 13.1 Sei n ∈ N und sei

O(n) :=
{
A ∈ M(n× n,R) : ⟨Ax,Ay⟩ = ⟨x, y⟩ für alle x, y ∈ Rn

}
Für v ∈ Rn \ {0}, sei

ρv : Rn → R, x 7→ x− 2
⟨x, v⟩
∥v∥2

v.

Beweisen Sie die folgenden Behauptungen.

(a) Es gilt
ρv(tv + w) = −tv + w (t ∈ R, w ∈ (Rv)⊥),

d.h. ρv ist die Spiegelung in (Rv)⊥.
Beweis: Seien t ∈ R und w ∈ (Rv)⊥. Dann gilt

ρv(tv + w) = tv + w − 2
⟨tv + w, v⟩

∥v∥2
v = tv + w − 2

t⟨v, v⟩+ ⟨w, v⟩
∥v∥2

v

= tv + w − 2
t∥v∥2

∥v∥2
v = tv + w − 2tv = −tv + w.

Sei E die Standardbasis von Rn.

(b) Für alle v ∈ Rn \ {0} gilt Rv := E [ρv]E ∈ O(n).
Beweis: Für alle x, y ∈ Rn gilt

⟨Rvx,Rvy⟩ = ⟨ρv(x), ρv(y)⟩ =
〈
x− 2

⟨x, v⟩
∥v∥2

v, y − 2
⟨y, v⟩
∥v∥2

v

〉
= ⟨x, y⟩ − 2

⟨x, v⟩
∥v∥2

⟨v, y⟩ − 2
⟨y, v⟩
∥v∥2

⟨x, v⟩+ 4
⟨x, v⟩
∥v∥2

⟨y, v⟩
∥v∥2

⟨v, v⟩

= ⟨x, y⟩ − 2
⟨x, v⟩ ⟨y, v⟩

∥v∥2
− 2

⟨x, v⟩ ⟨y, v⟩
∥v∥2

+ 4
⟨x, v⟩⟨y, v⟩

∥v∥4
∥v∥2 = ⟨x, y⟩.

(c) Sei B = {f1, . . . , fn} eine Orthonormalbasis von Rn. Wenn v = af1 + bf2 mit a, b ∈ R und
a2 + b2 = 1, dann

B[ρv]B =



−a2 + b2 −2ab 0 0 . . . 0
−2ab a2 − b2 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 1


Beweis: Seien a, b ∈ R mit a2 + b2 = 1 und sei v = af1 + bf2. Es gilt

ρv(f1) = f1 − 2
⟨f1, af1 + bf2⟩
∥af1 + bf2∥2

(af1 + bf2) = f1 − 2
a2

a2 + b2
f1 − 2

ab

a2 + b2
f2 = (−a2 + b2)f1 − 2abf2

ρv(f2) = f2 − 2
⟨f2, af1 + bf2⟩
∥af1 + bf2∥2

(af1 + bf2) = f2 − 2
ab

a2 + b2
f1 − 2

b2

a2 + b2
f2 = −2abf1 + (a2 − b2)f2

ρv(fk) = fk − 2
⟨fk, af1 + bf2⟩
∥af1 + bf2∥2

(af1 + bf2) = fk (3 ≤ k ≤ n).



(d) Seien v1, v2 ∈ Rn \ {0} linear unabhängig. Dann ist Rv1Rv2 eine Drehmatrix in der Ebene
span({v1, v2}).
Beweis: Für alle v ∈ Rn \ {0} und t ∈ R \ {0} gilt

Rtvx = ρtv(x) = x− 2
⟨x, tv⟩
∥tv∥2

tv = x− 2
⟨x, v⟩
∥v∥2

v = ρv(x) = Rvx

für alle x ∈ Rn. Es folgt, dass Rtv = Rv. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit dürfen wir
darum annehmen, dass ∥v1∥ = ∥v2∥ = 1.

Wenn v1 ∈ Rv2, dann folgt

Rv1Rv2x = Rv1Rv1x = ρv1◦ρv1(x) = x−
〈
x−⟨x, v1⟩v1, v1

〉
v1 = x−⟨x, v1⟩v1+⟨x, v1⟩⟨v1, v1⟩v1 = x

für alle x ∈ Rn. Darum ist Rv1
Rv2

= E die Einheitsmatrix. Die Einheitsmatrix ist eine
Drehungsmatrix.

Nehmen wir nun an, dass v1, v2 ∈ Rn linear unabhängig sind und ∥v1∥ = ∥v2∥ = 1 erfüllen.
Seien

f1 := v1 und f2 :=
1

∥v2 − ⟨v1, v2⟩v1∥
(
v2 − ⟨v1, v2⟩v1

)
.

Sei {f3, . . . , fn} eine Orthonormalbasis von
(
span({v1, v2})

)⊥
. Dann ist B := {f1, f2, f3, . . . , fn}

eine Orthonormalbasis von Rn. Seien a, b ∈ R, sodass v2 = af1 + bf2. Da ∥v2∥ = 1, gilt
a2 + b2 = 1. Nach (c) gilt

B[ρv1 ]B =



−1 0 0 0 . . . 0
0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 1


und B[ρv2 ]B =



−a2 + b2 −2ab 0 0 . . . 0
−2ab a2 − b2 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 1


und darum

B[ρv1 ◦ ρv2 ]B = B[ρv1 ]BB[ρv2 ]B

=



−1 0 0 0 . . . 0
0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 1





−a2 + b2 −2ab 0 0 . . . 0
−2ab a2 − b2 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 1



=



a2 − b2 2ab 0 0 . . . 0
−2ab a2 − b2 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 1


(1)

Weil

(a2 − b2)2 + (−2ab)2 = a4 − 2a2b2 + b4 + 4a2b2 = a4 + 2a2b2 + b4 = (a2 + b2)2 = 1,



gibt es ein ϕ ∈ R, sodass a2 − b2 = cos(ϕ) und −2ab = sin(ϕ). Es folgt, dass

B[ρv1 ◦ ρv2 ]B =



cos(ϕ) − sin(ϕ) 0 0 . . . 0
sin(ϕ) cos(ϕ) 0 0 . . . 0

0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 1


.

Damit ist Rv1Rv2 = E [ρv1◦ρv2 ]E eine Drehmatrix in der Ebene span({f1, f2}) = span({v1, v2}).

(e) Jede Drehmatrix in M(n× n,R) ist das Produkt zweier Spiegelungsmatrizen.
Beweis: Sei A eine Drehmatrix. Dann gibt es eine Orthonormalbasis B von Rn und ein ϕ ∈ R,
sodass

B[A]B =


cos(ϕ) − sin(ϕ) 0 · · · 0
sin(ϕ) cos(ϕ) 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1


Seien v1 := f1 und v2 := cos(ϕ/2)f1 − sin(ϕ/2)f2. Dann gilt nach (1), dass

B[ρv1 ◦ ρv2 ]B =


cos(ϕ/2)2 − sin(ϕ/2)2 −2 cos(ϕ/2) sin(ϕ/2) 0 · · · 0
2 cos(ϕ/2) sin(ϕ/2) cos(ϕ/2)2 − sin(ϕ/2)2 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1



=


cos(ϕ) − sin(ϕ) 0 · · · 0
sin(ϕ) cos(ϕ) 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

 = B[A]B.

Es folgt, dass A = E [ρv1 ◦ ρv2 ]E = Rv1Rv2 .

(f) Wenn A ∈ O(n), dann det(A) = ±1.
Beweis: Sei A ∈ O(n). Wie in Präsenzaufgabe 13.1(b) gilt AT = A−1. Darum gilt

det(A) = det(AT ) = det(A−1) =
1

det(A)

und damit det(A)2 = 1. Weil det(A) ∈ R, folgt det(A) = ±1, .

(g) det(Rv) = −1 für alle v ∈ Rn \ {0}.
Beweis: Sei v ∈ Rn \{0}. Sei {f2, . . . , fn} eine Basis von (Rv)⊥ und sei B = {v, f2, f3, . . . , fn}.
Dann gilt

det(Rv) = det
(
B[ρv]B

)
= det


−1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 = −1.

(h) Wenn A ∈ O(n) mit det(A) = −1 und v ∈ Rn \ {0}, dann RvA ∈ SO(n).
Beweis: Sei A ∈ O(n) mit det(A) = −1 und sei v ∈ Rn \ {0}. Nach (b) gilt Rv ∈ O(n). Es
folgt

(RvA)T = ATRT
v = A−1R−1

v = (RvA)−1



und damit RvA ∈ O(n). Nach (g) gilt weiter

det(RvA) = det(Rv) det(A) = (−1)2 = 1.

Es folgt, dass RvA ∈ SO(n).

(i) Jedes Element in O(n) ist das Produkt endlich vieler Spiegelungsmatrizen.
Beweis: SeiA ∈ O(n). Wenn v ∈ Rn\{0}, dann giltRvA ∈ SO(n) nach (h). Nach Präsenzaufgabe
13.1 (k) gibt es endlich viele Drehmatrizen D1, . . . , Dm ∈ SO(n), sodass RvA = D1 · · ·Dm.
Darum gilt A = RvD1 · · ·Dm. Die Behauptung folgt nun aus (e).


