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13. Ubungsblatt — Lésungen

Hausaufgabe 13.1 Sei n € N und sei
O(n) :={A € M(n xn,R) : (Az, Ay) = (z,y) fiir alle z,y € R"}

Fiir v € R™\ {0}, sei
{z,0)
lol>

P R =R, x—x—2

Beweisen Sie die folgenden Behauptungen.
(a) Es gilt
po(tv +w) = —tv +w (t € R,w € (Ru)t),
d.h. p, ist die Spiegelung in (Rv)*.
Beweis: Seien t € R und w € (Rv)*. Dann gilt

t t
pultv ) = to+w— 20Ty, gt ) wY)
[[v]] [[v]l
—tv—i—w—?t”v”zv =tv4+w—2tv=—tv+w
a o]z B '

Sei &€ die Standardbasis von R™.

(b) Fiir alle v € R™\ {0} gilt R, := g[pv]e € O(n).
Bewets: Fiir alle z,y € R™ gilt

(Rox, Ryy) = (pu(), pu(y)) = <x -2 <xv’||v2>v,y -2 <||yv7|1|}2>v>

@.0) )

= —27
(z,y) o Y

X0 § ) B

P P TP
— oy — 2B L) o) G g — (o)

(¢) Sei B = {fi1,..., fn} eine Orthonormalbasis von R”. Wenn v = af; + bfy mit a,b € R und
a®> +b? =1, dann

—a?+b —2ab 0 0 0
—2ab a®—-5 0 0 0
0 0 1 0 0
Blov]s = 0 0 0 1 0
0 0 00 ... 1
Beweis: Seien a,b € R mit a® + b*> = 1 und sei v = af; + bfs. Es gilt
safi +b a? ab
pulfi) = fo— 2O (g o e W (et —2abss
llafi + bfa] a?+b a?+b
safi +0b ab b2
p'U(fQ):f272<f2f1—f§>(a’f1+bf2):f272 2 2f172 2 2f2:72abf1+(a27b2)f2
llafi + bfs] a?+b a?+b
safr +b
polfe) = fi— 2B TOR) (e ey @<k<n).

lafi + bfa]?



(d) Seien v1,v3 € R™\ {0} linear unabhéngig. Dann ist R,, R,, eine Drehmatrix in der Ebene

span({vy,vs2}).
Beweis: Fiir alle v € R™\ {0} und ¢t € R\ {0} gilt

t
(=, ?tv =12 <x7v2>
[[tv]| [[v]l

Rux = p(a) = x — 2 v = py(z) = Ry

fiir alle x € R™. Es folgt, dass Ry, = R,. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir
darum annehmen, dass ||v1]| = ||v2] = 1.

Wenn v, € Ruy, dann folgt

Ry, Ry,x = Ry, Ry, & = py,0py, () = x—<x—<x, v1)Uy, v1>v1 =z—(z,v1)v1+(z,v1){v1,01)V1 = T

fir alle z € R™. Darum ist R,, R,, = E die Einheitsmatrix. Die Einheitsmatrix ist eine
Drehungsmatrix.

Nehmen wir nun an, dass v1,vy € R™ linear unabhéngig sind und |vi|| = |Jvz|| = 1 erfiillen.
Seien .

fir=v1 und fo:= (v2 — (v1,v2)v1).

[vg — (v1, v2)v1 ]|
Sei {f3, ..., fn} eine Orthonormalbasis von (span({vl,vg}))L. Dannist B := {f1, fa, f3y- -+ fn}
eine Orthonormalbasis von R™. Seien a,b € R, sodass vo = afi + bfs. Da ||va] = 1, gilt
a®? +b% = 1. Nach (c) gilt

-1 0 0 0 0 —a?+b* —2ab 0 0 0
0 1 0 0 0 —2ab  a2—-b 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
Blpwls=10 0 0 1 o wnd slpwls= 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
und darum
BlPv, © Puy]B = BlPo,]BB[0w,]B
1.0 0 0 0\ /—a®2+b> —2ab 0 0 0
0 1 0 0 0 —2ab  a2—-b 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
=0 00 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 00 1
a? — b2 2ab 0 0 0
—2ab a2—b> 0 0 0
0 0 1 0 0
= 0 0 0 1 0 (1)
0 0 00 1

Weil

(a® = b*)2 + (=2ab)? = a* — 2a%b* + b* + 46D = a* + 2a%* + b* = (a® + b))% =1,



gibt es ein ¢ € R, sodass a? — b? = cos(¢) und —2ab = sin(¢). Es folgt, dass
cos(¢) —sin(¢) 0 O 0
sin(¢) cos(p) 0 O 0
0 0 10 0
Blov ©puls= | 0 0 0 1 0
0 0 00 ... 1

Damit ist R, Ry, = £[puv, ©pu,)e eine Drehmatrix in der Ebene span({ f1, f2}) = span({vy, v2}).

Jede Drehmatrix in M (n x n,R) ist das Produkt zweier Spiegelungsmatrizen.
Beweis: Sei A eine Drehmatrix. Dann gibt es eine Orthonormalbasis 5 von R™ und ein ¢ € R,
sodass
cos(¢) —sin(¢) 0 0
sin(¢) cos(¢p) O 0
slals=| 0 010
0 0 0o --- 1

Seien v := f1 und vs := cos(¢/2) f1 — sin(¢/2) fo. Dann gilt nach (1), dass

cos(¢/2)? —sin(¢/2)®>  —2cos(¢/2)sin(¢/2) 0 0
2cos(¢/2)sin(¢/2)  cos(¢/2)? —sin(¢/2)? 0 0
B[pvl o pvz]B = 0 0 1 0
0 0 0 1

cos(¢p) —sin(¢) 0 0

sin(¢) cos(¢p) 0O 0

o DL L] VR
0 0 0 -1

Es folgt, dass A = g[pu, © pu,]e = Ry, Ru,-

Wenn A € O(n), dann det(A) = £1.
Beweis: Sei A € O(n). Wie in Prisenzaufgabe 13.1(b) gilt AT = A=, Darum gilt
1
A) = det(AT) = det(471) =
det(A) = det(A”) =det(A™") det(4)

und damit det(A4)? = 1. Weil det(A) € R, folgt det(A4) = +1, .

det(R,) = —1 fiir alle v € R™ \ {0}.
Beweis: Sei v € R™\ {0}. Sei {fa,..., fn} eine Basis von (Rv)* und sei B = {v, fa, f3,..., fu}.
Dann gilt

10 --- 0
0 1 - 0

det(Rv):det<B[pv]B):det S =
0 0 - 1

Wenn A € O(n) mit det(4) = —1 und v € R™\ {0}, dann R, A € SO(n).
Beweis: Sei A € O(n) mit det(4) = —1 und sei v € R™\ {0}. Nach (b) gilt R, € O(n). Es
folgt

(RyA)" = ATR] = A7'R;' = (R,A) !



und damit R,A € O(n). Nach (g) gilt weiter
det(R,A) = det(R,)det(A) = (—1)? = 1.
Es folgt, dass R, A € SO(n).

(i) Jedes Element in O(n) ist das Produkt endlich vieler Spiegelungsmatrizen.
Beweis: Sei A € O(n). Wenn v € R™\{0}, dann gilt R, A € SO(n) nach (h). Nach Présenzaufgabe
13.1 (k) gibt es endlich viele Drehmatrizen Dy, ..., D,, € SO(n), sodass R,A = Dy -+ D,,.
Darum gilt A = R, D; - -+ D,,,. Die Behauptung folgt nun aus (e).



