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13. Ubungsblatt — Lésungen

Priasenzaufgabe 13.1 Sei n € N und sei
n
() R"xR" =R, (2,9) = {2,) =Y _a;y;
j=1

das Standardskalarprodukt auf R™ und sei
I R" = [0,00), @ Jlzf| == v/(z, ).
Sei
SO(n) := {A € M(n x n,R) : (Az, Ay) = (z,y) fiir alle z,y € R" und det(A) =1}
Beweisen Sie die folgenden Behauptungen.

(a) SO(n) = {A € M(n xn,R): ||Az| = ||z| fiir alle 2 € R" und det(A) =1}.
Beweis: Sei A € SO(n). Fiir alle z € R™ gilt

|Az|)? = (Az, Az) = (z,z) = ||z|?
und damit ||Ax|| = ||z|. Sei jetzt A € M(n x n,R), sodass ||Az|| = ||z|| fir alle z € R™. Wenn
z,y € R™ dann

(Ar, Ay) = 3 (Al + ), Alw + ) — Az, Az) — (g, 4g)) = 2 (146 + ) ~ 4] ~ | 4y]1?)

= %(Hﬂﬂﬂ/ll2 ~lel® = yll?) = %((w—ky,x +y) = {@,2) = yp)) = (@,9).

(b) SO(n) ={A € M(nxn,R): AT = A" und det(A) = 1}.
Beweis: Wenn A € SO(n), dann gilt fiir alle 2,y € R™

<ATA-T - &C,y> = <ATA$»ZJ> - <$7y> = <A£U,Ay> - <$7y> = <£C,y> - <£C,y> =0.

Insbesondere gilt ||AT Azx — z||? = (AT Az — 2, AT Az — ) = 0 und damit AT Az = z fiir alle
x € R™. Es folgt, dass AT = A~1. Wenn A € M(n x n,R) und AT = A~! dann gilt fiir alle
z,y € R?

(Az, Ay) = (AT Az,y) = (A7 Az, y) = (2,y).

(c) SO(2) = {(E?I?((ZZ)) _021;(155)) RS R}, d. h., SO(2) ist die Menge aller Drehmatrizen in
M(2 x 2,R).

Beweis: Sei A= (¢ b

c d

wenn AT = A~! und det(A4) = 1. Diese Bedingungen sind gleichbedeutend mit a = d, b = —c
und ad — bc = 1. Daher gilt

so) = {(, 1)@ =1p={(f0) mO) . oer).

€ M(2 x 2,R). Die Matrix A ist genau dann ein Element von SO(2),



(d)

Mit der Matrixmultiplikation ist SO(n) eine Gruppe.

Beweis: Wenn A, B € SO(n), dann gilt det(AB) = det(A)det(B) = 1 und (AB)T = BT AT =
B71A™! = (AB)~!. Es folgt, dass AB € SO(n). Die Identitéitsmatrix F ist enthalten in
SO(n), denn ET = E = E~1. Wenn A € SO(n), dann auch A~! € SO(n), denn (A=) =
(ATYT = A = (A~1)~!. Da Matrixmultiplikation assoziativ ist, folgt, dass SO(n) mit der
Matrixmultiplikation eine Gruppe ist.

Wir erweitern jetzt (-, -) zum Hermiteschen Standardskalarprodukt

<_,_>:(Cnxcn*>(:7 (,I,y)HZSC]%
j=1

auf C". Sei

(e)

U(n) :={A € M(nxn,C): (Az, Ay) = (z,y) fiir alle z,y € C"}

SO(n) ist eine Untergruppe von U(n).
Beweis: Es reicht zu zeigen, dass SO(n) C U(n). Sei A € SO(n). Weil 4;; € R fiir alle
1<1i,j<n, gilt
AT =" = AT = 4L,
Darum gilt
(Az, Ay) = (v, ATAy) = (2, A7 Ay) = (z,y)

fiir alle z,y € C". Es folgt, dass A € U(n).

Sei A € SO(n).

(f)

Alle Eigenwerte A € C von A erfiillen |\ = 1.
Beweis: Sei A € C ein Eigenwert und v € C" \ {0} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A.
Es gilt

_ ol _ flAv] vl _

A= o = Il = =
Pl = Tl ol

Wenn v € C™\ {0} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist, dann ist T ein Eigenvektor
zum Eigenwert \.

Beweis: Sei v ein Eigenvektor von A mit Eigenwert A\. Dann gilt A; ; e R fiir alle 1 <4,j <n
und darum

(A@)Z = ZAi,j’lTj = vaj = Z Ai’jvj = (AU)Z‘ = \v; = \v; = A\, (1 <1< ’I’L)
j=1 j=1 j=1

Es folgt, dass ¥ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \ ist.

Wenn V ein Unterraum von C" ist, sodass A(V) C V, dann gilt A(VL) =V+.

Beweis: Weil det(A) = 1 # 0, ist A invertierbar. Darum ist A(V) ein Unterraum von V der
Dimension dim (A(V)) = dim(V). Es folgt, dass A(V) = V und damit V = A7} (A(V)) =
A7Y(V). Sei w € V+. Da A € U(n) gilt fiir alle v € V

(Aw,v) = (w, ATv) = (w, A7 ).

Weil A=y € V, folgt (Aw,v) = 0. Dies zeigt, dass A(V+) C V+. Weil A invertierbar ist,
folgt, dass A(V1) ein Unterraum von V- der Dimension dim(V+) ist. Dies beweist, dass
AVE) =VvE

Wenn v € C" ein Eigenvektor von A ist, dann ist V' = spanc{v,7} ein Unterraum, der
A(V) CV ertiillt.

Beweis: Wenn v ein Eigenvektor ist, dann ist nach (g) auch ¥ ein Eigenvektor. Darum gilt
Av € Cv und Av € Cu. Es folgt A(spang({v,v})) C spanc({v,7}).



Sei V ein zweidimensionaler Unterraum von R™. Wir nennen A € M (n X n,R) eine Drehmatrix in
der Ebene V, falls es eine Orthonormalbasis B von V' gibt, sodass

« A(V)CV,

o 5lAlv]s = (Z?ﬁgi)) ;23;?) fiir ein ¢ € R,

L] A|VJ_ = idvj_.

(j) Es existieren Unterrdume V7, ..., V,, von R™ sodass

o A(V}) C Vj fiir alle k,

e Entweder Aly, = idy, oder dim(V}) = 2 und Aly, is eine Drehung in der Ebene V.
e R'=VIOVo® - B V.

e Fiiralle 1 <k,l <m und alle v € V}, und w € V} gilt (v, w) =0, falls k # .

Beweis: Wir beweisen zunéchst, dass es Eigenvektoren wy, . .., w,, von A gibt, sodass

C" = @spanc({wj,ﬁj}) und  spanc({w;,w;}) L spanc({wg, W }), falls j # k. (1)
j=1

Sei W = C™. Jedes nicht-konstante Polynom iiber C hat eine Nullstelle. Daher hat A einen
Eigenwert A1. Sei wq € Wi ein Eigenvektor von A mit Eigenwert A;. Nach (h) und (i) ist
Wy :=WinN (span(c({wl,uTl}))l ein Unterraum, sodass A(W3) = Wy, Wenn dimc¢(Ws) # 0,
dann hat Alw, einen Eigenwert Ao. Sei wo € W3 ein Eigenvektor mit Eigenwert Ao und setzte
Wy == Wa N (spanc({wg,@}))l. Wir wiederholen diese Konstruktion und erhalten so die
Eigenvektoren wy, ..., w, von A, so dass (1) gilt.

Seien A1, ..., A, die Eigenwerte der Eigenvektoren wq, ..., w,,. Nach (f) gilt |\;| = 1. Wenn
A; ¢ R, dann haben w; und w; unterschiedliche Eigenwerte und darum dimc (W) = 2. Wenn
Aj € R, dann gilt A\; = +1 und 1 < dim(W;) < 2. Aus dem obigen folgt, dass es eine Basis
von Eigenvektoren von A fiir C™ gibt. Daher ist die Determinante von A gleich dem Produkt
aller mit Multiplizitéit gezédhlten Eigenwerte. Darum gilt

det(A) = H (_1)dim(Vj) H 1dim(V;) H AN = (-1)V,

J mit A\j=—1 J mit A\;=1 j mit A\;¢R

wobei N := dim (EA(—I)). Da det(A) = 1, ist dim (EA(—I)) gerade. Wir kénnen darum
die Eigenvektoren w; mit Eigenwert gleich —1 so wéhlen, dass w; senkrecht auf w; steht.
Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit kénnen wir daher annehmen, dass dim(W;) = 2, wenn
Aj=—1.

Fiir 1 < j < m seien R; := 3(w; + w;), I; := £(w; — w;) und V; = spang({R;,1;}). Dann
V; = W; NR™ Weil w; # 0 und w; # 0, ist V; # {0}. Da die Unterrdme W, senkrecht
aufeinander stehen, gilt V; L Vj, falls j # k. Die (reelle) Dimension von V; ist dimg(V}) =
dimc(W;). Darum ist Vi + Vo + --- + V;, ein Unterraum von R™ der (reellen) Dimension
> dimg(Vy) = 3, dime(W;) = n. Es folgt, dass

R'=V10oVo@- @ Vpy.



Da |\;| =1 gibt es ¢; € R, sodass \; = cos(¢;) + isin(¢;). Es folgt

1 _ 1 1— 1 . 1— .
ARj = §(Aw] + Aw]) = 5)\]‘11)]‘ + 5/\jwj = 5/\](R] - ZIj) + 5/\J(RJ + ZIj)

1 — 1 .
= 5(%‘ + AR + ﬂ(/\j = X)) = Re(Nj)Rj + Im(A;)I; = cos(¢;) R; + sin(¢;) I},

i i i— i , i .
Al = 5 (Awj — Awj) = SAjw; — g \W5 = S Aj(By — ily) — 5 A;(R; +il)

7 — 1 — .
= 5N = X)B; + 5 (N +A5) 1 = —Im(A;) Ry + Re(X;)L; = —sin(¢;) B; + cos(¢;) ;-

Sei 1 < j < m fest. Wenn \; ¢ R, dann gilt

—1

A (ws, @) = (A\jw;, W) = (Aw;, w5) = (wj, A7'w5) = (wy, A w5) = A; Hwy, w5) = A (w;, w5).

Fiir die letzte Gleichheit haben wir verwendet, dass A\;\; = |\;[2 = 1. Weil \; # \; folgt
(wj,w;) = 0. Die Vektoren R; und I; sind beide ungleich 0 und

1—1

o i _
575 (wj + w5, w; —w;) = *(ijw - ijHz) =0.

R;, 1) =
< 77 .7> 4
Dies zeigt, dass die Einschrénkung von A auf V; eine Drehung in Vj ist.

Wenn )\; = —1, dann stehen w; und w; per Annahme senkrecht auf einander. Es folgt, dass
dim(V;) = 2. Die Einschriankung von A auf V; wird gegeben durch Multiplikation mit —1 und
ist damit eine Drehung in V;.

Wenn A; € R und A\; # —1, dann \; = 1 und Aly, = idy,.

Jedes Element von SO(n) ist das Produkt endlich vieler (kommutierender) Drehmatrizen.
Beweis: Sei A € SO(n) und seien Vi,...,V,, wie in (j). Fir 1 < j < m sei ¢; : R" — R" die
lineare Abbildung gegeben durch

di(x+y) =Ax+y (:cer,erjﬂ

Dann gilt

Av=¢10¢20---0dpy(v) (x € R™).
Sei € die Standardbasis von R™ und setze A; := ¢[¢;]c. Dann ist A, eine Drehmatrix in der
Ebene Vj, falls dim(V;) = 2 und A; = F ist die Einheitsmatrix, falls dim(V;) = 1. Es gilt

A=c¢lpropao---0dnle =¢glb1]eclpale - - elomle = A1Az--- Ap,.



