Lineare Algebra 1: Losung 2. Probeklausur

Aufgabe 1 (40 Punkte) Invertiere die folgende Matrix. Dokumentiere die Umformungs-

schritte in der Rechnung.
1 6 2

A=[3 3 2
3 -2 -1

Losung:

Wir formen (A | I) mit dem GaufB-Algorithmus in (/ | B) um. Dann ist B = A~!. Dabei
versuchen wir keine Briiche entstehen zu lassen, damit die Rechnung schon wird, d.h. wir
erzeugen eine 1 in den Spalten ohne zu teilen. (Das ist nicht immer moglich.)

11 6 2100 2 0 -1/10 3
3 03 2/01 072213 3 201 0|7 ”
—3 -2 —-1/0 0 1 —3 -2 —-1/0 0 1
2 o -1, 1 0 3 z1¢21-22, (0 —6 =7 3 -2 9
13 3 |-11 —3|7ZP%21 3 3|1 1 -3|7&"
—3 -2 -1/0 0 1 0 7 8|-3 3 -8
0 -6 —7| 3 -2 9 00 —1|3 4 15
1 3 3|-1 1 3|22 (13 3|-11 —3|22&>
01 1]0 1 01 10 1 1
00 —1|3 4 15 00 —1]3 4 15\
1 0 0 -1 -2 —6 Z3ﬂ+zl 10 0 1 —2 _§ Zellmusch
01 10 1 1 01 0|3 5 16
100[-1 -2 —6
010/3 5 16
00 1|-3 —4 —15
Also gilt
-1 -2 -6
At=|3 5 16
-3 —4 —15

Aufgabe 2 (20 Punkte) A und B seien invertierbare n x n— Matrizen iiber einem
Korper K.
Zeige, dass A - B invertierbar ist und (A- B)™! = B~ . A~ gilt.

Losung:
Damit AB invertierbar ist und (AB)~! = B~!A~! gilt, miissen wir zeigen, dass (B™*A™!)(AB) =
I und (AB)(B7'A™') = I. Das gilt, denn

(B'AYAB) =B YA 'A)B=B'IB=B'B=1

und

(AB)(B'A™ ) = A(BB YA ' = ATA™ = AA™ =]

jeweils nach Definition der Inversen.
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Aufgabe 3 (40 Punkte) Alle Ergebnisse und Rechenschritte sind zu begriinden.
(i) Ist die Abbildung
F: C*—=C? F(z1,2)= 52— 2,2 +22,22)
linear?
(ii) Ist die Menge
U= {(522 — 21,21 +229,221) € CP | 21,25 € (C}
ein Untervektorraum von C*?
(iii) Bestimme eine Basis von U. Was ist die Dimension von U?
(iv) Ist F' injektiv?
(v) Ist F surjektiv?

(vi) Die Abbildung
G: C*P—=C? Gr,y,2)=@+yx+2)

ist linear. (Dies darf ohne Beweis verwendet werden.) Ist auch G o F' linear?
(vii) Ist G o F bijektiv?
Losung:
(i) Ja, denn fiir A € C und (21, 2), (2}, 2) € C* gilt

F(X\(z1,22) + (21, 25)) = F(A21 + 21, A\2a + 25)
= (5(Az2 + 25) — (A21 + 21), (N2t + 27) + 2(A22 + 25),2(A21 + 21))
= Abza — 21,21 + 220,221) + (524 — 2, 21 + 225, 22))
= AF(21, 22) + F(21, 25).

(ii) Nach der Definition des Bildes gilt U = im F'. Also ist U ein Untervektorraum, da
das Bild einer linearen Abbildung ein Untervektorraum ist.

Alternativ kann auch die Definition eines Untervektorraums gepriift werden.
(iii) Offenbar gilt
U={z-(-1,1,2) 4+ 2z2- (5,2,0) | 21,22 € C} = span{(—1,1,2), (5,2,0)}.

(Das zeigt auch, dass U ein Untervektorraum ist)

Also ist ((—1,1,2),(5,2,0)) ein Erzeugendensystem von U. Dieses System ist auch
linear unabhéngig, denn

a(—1,1,2) +6(5,2,0) =0 = b =0 (letzte Zeile) = a =0.

Also ist ((—1,1,2),(5,2,0)) eine Basis von U. Folglich dim U = 2.
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(iv) F ist injektiv, da dimker F = 2 —dimim F' = 2 — 2 = 0 nach der Dimensionsformel.
Also ker F' = {0}, was gleichbedeutend zu der Injektivitéit von F ist. Alternativ kann
ker F' = {0} auch direkt gezeigt werden.

(v) F ist nicht surjektiv, denn dimim F' = 2 und deshalb ist im F eine echte Teilmenge
von C?.

(vi) G o F ist linear, da Verkniipfungen von linearen Abbildungen wieder linear sind.
(vii) Es gilt
(GoF')(z1, 22) = G(Bza—21, 214229, 221) = (Dza—21+21+222, b2a—21+221) = (T22, 21+522).

Also gilt fiir (21, 29) € ker GoF', dass 7zs = 0 und 2145z = 0. Damit folgt zo = 0 und
damit auch z; = 0. Folglich ist ker G o F' trivial und Go F' ist injektiv (da linear). Da
die Dimension des Definitionsbereichs und Wertebereichs iibereinstimmen, ist G o F
auch surjektiv und damit bijektiv.



