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1. Übungsblatt

Präsenzaufgabe 1.1 Sei C∞(R,C) der komplexe Vektorraum komplexwertiger
glatter Funktionen auf R und sei

D : C∞(R,C) → C∞(R,C), f 7→ f ′.

Seien weiter n ∈ N und a0, . . . , an ∈ C mit an ̸= 0 und

T :=

n∑
j=0

ajD
j : C∞(R,C) → C∞(R,C).

Wir schreiben λ1, . . . , λs ∈ C für die verschiedenen Nullstellen des Polynoms

P (x) =

n∑
j=0

ajx
j

und m1, . . . ,ms für die entsprechenden Multiplizitäten. Dann gilt

P (x) = an

s∏
k=1

(x− λk)
mk und

s∑
k=1

mk = n.

(a) Sei V := ker(T ). Zeigen Sie, dass

V =

s⊕
k=1

ker
(
(D − λk)

mk
)
.

(b) Zeigen Sie, dass für jedes 1 ≤ k ≤ s

ker
(
(D − λk)

mk
)
= span

{(
R ∋ x 7→ xjeλkx

)
: 0 ≤ j < mk

}
.

(c) Beweisen Sie, dass dim(V ) = n.

Präsenzaufgabe 1.2 Bestimmen Sie alle R-linearen Abbildungen T : R2 → R2,
sodass T 2 − 2T + 1 = 0.

Präsenzaufgabe 1.3 (Fitting-Zerlegung) Sei V ein endlichdimensionaler Vektor-
raum über einem Körper K und T ∈ End(V ). Für k ∈ N definieren wir

Nk := ker(T k) und Bk := Bild(T k).

(a) Zeigen Sie, dass N1 ⊆ N2 ⊆ N3 ⊆ . . . und B1 ⊇ B2 ⊇ B3 ⊇ . . . .

(b) Zeigen Sie, dass es ein n ∈ N gibt, sodass Nk = Nn und Bk = Bn für alle
k ∈ N mit k ≥ n.

Sei jetzt κ ∈ N die kleinste Zahl, sodass Nκ = Nκ+1.

(c) Zeigen Sie, dass

N1 ⊊ N2 ⊊ · · · ⊊ Nκ = Nκ+1 = Nκ+2 = . . .

und
B1 ⊋ B2 ⊋ · · · ⊋ Bκ = Bκ+1 = Bκ+2 = . . . .

(d) Beweisen Sie, dass V = Nκ ⊕Bκ.



Hausaufgabe 1.1 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum über einem Körper
K und sei T ∈ End(V ) mit T 3 − T = 0.

(a) Zeigen Sie, dass die Eigenwerte von T enthalten sind in {−1, 0, 1}.

(b) Für λ ∈ {−1, 0, 1} sei Vλ = ker(T − λ). Zeigen Sie, dass V = V−1 ⊕ V0 ⊕ V1.

Hausaufgabe 1.2 Geben Sie für alle n, j ∈ Nmit n ≥ 2 und j ≤ n ein Beispiel für
einen komplexen Vektorraum V und ein T ∈ End(V ) an, sodass das charakteristi-
sche Polynom von T durch χT (λ) = λn und das Minimalpolynom durch µT (λ) = λj

gegeben ist.


