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1. Ubungsblatt

Prisenzaufgabe 1.1 Sei C*°(R,C) der komplexe Vektorraum komplexwertiger
glatter Funktionen auf R und sei
D:C*®(R,C) = C®(R,C), fw~f.

Seien weiter n € N und ayg, ..., a, € C mit a, # 0 und

n

T:= Zaij :C®(R,C) —» C*(R,C).

j=0
Wir schreiben Aq, ..., As € C fiir die verschiedenen Nullstellen des Polynoms
P(z) = Z a;jx’!
j=0
und my,...,ms fiir die entsprechenden Multiplizitdten. Dann gilt

S

P(z) = ay, H(x — )™ und ka =n.
k=1

k=1
(a) Sei V := ker(T'). Zeigen Sie, dass

V =Pker (D —X)™).
k=1
(b) Zeigen Sie, dass fur jedes 1 <k <s

ker ((D — \p)™) = Span{(R Sz ale”) 0< < mk}.
(c) Beweisen Sie, dass dim(V') = n.

Priisenzaufgabe 1.2 Bestimmen Sie alle R-linearen Abbildungen 7" : R? — R2,
sodass T2 — 2T + 1 = 0.

Prisenzaufgabe 1.3 (Fitting-Zerlegung) Sei V ein endlichdimensionaler Vektor-
raum iiber einem Korper K und 7' € End(V). Fiir & € N definieren wir

Nj :=ker(T%) und By := Bild(T").
(a) Zeigen Sie, dass Ny C No C N3 C... und By 2B D B3 D....

(b) Zeigen Sie, dass es ein n € N gibt, sodass N, = N,, und By = B, fiir alle
k € N mit k > n.

Sei jetzt k € N die kleinste Zahl, sodass N,; = N,41.
(¢) Zeigen Sie, dass
N1 gNQ g gNK:NH+1 :Nn+2:...

und
Bi12By 2D -+ 2DB,=DBui1=Bgia=....

(d) Beweisen Sie, dass V = N,; & B.



Hausaufgabe 1.1 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper
K und sei T € End(V) mit 7% — T = 0.

(a) Zeigen Sie, dass die Eigenwerte von T enthalten sind in {—1,0,1}.
(b) Fiir A € {—1,0,1} sei V\ = ker(T — \). Zeigen Sie, dass V =V_1 @&V & V4.

Hausaufgabe 1.2 Geben Sie fiir alle n, j € Nmit n > 2 und j < n ein Beispiel fiir
einen komplexen Vektorraum V und ein T' € End(V') an, sodass das charakteristi-
sche Polynom von T' durch y7()\) = A" und das Minimalpolynom durch pr(\) = M
gegeben ist.



