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10. Übungsblatt

Präsenzaufgabe 10.1 Sei K ein Körper und I eine Menge. Für jedes i ∈ I, sei
Vi ein Vektorraum über K. Die direkte Summe der Vi mit i ∈ I ist der Vektorraum⊕

i∈I

Vi :=
{
(vi)i∈I ∈

∏
i∈I

Vi | vi = 0 für alle außer endlich viele i ∈ I
}

versehen mit der Addition⊕
i∈I

Vi ×
⊕
i∈I

Vi →
⊕
i∈I

Vi,
(
(vi)i∈I , (wi)i∈I

)
7→ (vi + wi)i∈I

und der Skalarmultiplikation

K ×
⊕
i∈I

Vi →
⊕
i∈I

Vi,
(
λ, (vi)i∈I

)
7→ (λvi)i∈I .

Für k ∈ I sei ιk : Vk →
⊕

i∈I Vi die Abbildung die für v ∈ Vk durch

ιk(v) = (vi)i∈I

gegeben wird, wobei

vi =

{
v (i = k)
0 (i ̸= k).

Zeigen Sie, dass die direkte Summe die folgende universelle Eigenschaft hat: Wenn
W ein Vektorraum über K und fi : Vi → W für jedes i ∈ I eine lineare Abbildung
ist, dann gibt es eine eindeutige lineare Abbildung

f :
⊕
i∈I

Vi → W,

sodass
f ◦ ιi = fi (i ∈ I).

Zeigen Sie weiter, dass
⊕

i∈I Vi bis auf Isomorphie der einzige Vektorraum mit dieser
universellen Eigenschaft ist.

Hausaufgabe 10.1 Seien a, b ∈ N. Zeigen Sie, dass es genau dann ein Gruppeni-
somorphismus

Z/abZ → Z/aZ× Z/bZ

gibt, wenn a und b teilerfremd sind.

Hausaufgabe 10.2 Zeigen Sie, dass jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe
zyklisch ist.



Hausaufgabe 10.3 Sei V ein Vektorraum und I eine Menge. Für jedes i ∈ I, sei
Vi ein Unterraum von V . Für eine endliche Teilmenge J ⊆ I, setze

VJ := span
( ⋃

j∈J

Vj

)
.

Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind.

(i) V =
⊕

i∈I Vi.

(ii) V = span
(⋃

i∈I Vi

)
und VJ ∩ VK = VJ∩K für alle endliche Teilmengen J und

K von I.

Hinweis für (ii) ⇒ (i): Zeigen Sie, dass V die universelle Eigenschaft besitzt.


