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12. Ubungsblatt

Priasenzaufgabe 12.1 Sei K ein Koérper und seien Vi, Vo, Wi und Wy Vek-
torrdume iiber K und f1 : V3 — Wy und fs : Vo — Wy lineare Abbildungen. Zeigen
Sie, dass es eine eindeutige lineare Abbildung

[i®f: Vi@ Ve—= W ®@Ws

gibt, sodass

J1® fo(v1 ®v2) = f1(v1) @ fa(v2) (v1 € V1,02 € V).

Seien v; € V; und vy € V5 Eigenvektoren von f; und fs zum Eigenwert A1 € K, bzw.
Ao € K. Zeigen Sie, dass v1 ®vy € V1 ® V5 ein Eigenvektor von f1 ® fy zum Eigenwert
A1 g ist. Zeigen Sie weiter, dass v; ® v2 ein Eigenvektor von f; ® Idy, + Idy, ® fa
zum Eigenwert \; 4+ Ao ist.

Hausaufgabe 12.1 Seien U, V und W Vektorrdume iiber einem Korper K. Zei-
gen Sie, dass Hom (U, Hom(V, W)) isomorph zu Hom(U @ V, W) ist.

Hausaufgabe 12.2 Sei n € N und ag,---,a,—1 € C. Die Begleitmatrix des
Polynoms p(z) = 2™ 4+ @, 12"~ + -+ + ay1x + ag ist die n x n-Matrix
0 0 ... 0 —ag
1 0 ... 0 —a
Ap = 0 1 - —as
S 0 :
0 ... 0 1 —ap_1

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A,.

Fiir ein monisches Polynom p(x) vom Grad n (d.h. Koeffizient fiir 2™ ist gleich 1),
sei

T,:C" = C", xw— Apx.
Sei Q := {z € C: Ip(z) € Q[z] \ {0} : p(z) = 0} die Menge der algebraischen
Zahlen.
(b) Folgern Sie aus (a) und Priisenzaufgabe 12.1, dass Q ein Unterkérper von C
ist.
Hinweis: Fiir gegebene monische Polynome p(x) und g(x) vom Grad n bzw.
m, betrachten Sie die Abbildungen
T,T,:C"@C™ - C"oC™,
Tp ® Id([jrn + Id(Cn ® Tq : Cn ® Cm — (CTL ® Cm7
und
T;l :C" — C",

falls T}, invertierbar ist.



